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Introduction

Lobjectif de ce cours est de familiariser les étudiants avec les notions et outils relatifs aux systéemes linéaires,
et a la représentation et a la manipulation des signaux déterministes et aléatoires. Les outils techniques pré-requis
(transformation de Fourier et de Laplace, théorie des distributions...) sont abordés dans le cours de Méthodes Ma-
thématiques de 1¢r¢ année. Le cours tente d’introduire de maniére aussi unifiée que possible des notions communes
a de nombreuses matiéres, notions qui seront par la suite souvent appréhendées avec des points de vue ou des
terminologies qui different selon le contexte.

La premiére partie introduit les systémes linéaires invariants par translation dans le temps ou I'espace. On montre
en particulier que de tels systemes sont entierement caractérisés dans I'espace physique (temps ou espace) par leur
réponse impulsionnelle, ou dans un espace transformé (Fourier ou Laplace) par leur fonction de transfert. Cette
premiére partie se termine par des exemples concrets de systemes linéaires qui seront rencontrés tout au long de la
scolarité (phénomene de propagation d’onde, commande de processus, circuit électronique, imagerie, etc.).

La seconde partie concerne la représentation et la manipulation des signaux dans le domaine de Fourier. La trans-
formation de Fourier est présentée d'une part comme un outil de calcul, mais aussi comme un outil de représentation
fréquentielle des signaux, représentation naturelle et intuitive pour la description de nombreux phénoménes phy-
siques. On s’y intéresse ensuite aux effets d’échantillonnage lors de la mesure de signaux continus, que ce soit par
la période d’échantillonnage ou la durée totale de I'observation. On démontre le théoréeme de Shannon-Nyquist sur
I’échantillonnage idéal.

La troisieme partie discute les signaux aléatoires, dans I'espace réel, les fonctions de corrélations sont introduites
avec les notions d’invariance et de stationnarité. Ensuite, les signaux aléatoires sont caractérisés dans ’espace de
Fourier via leur densité spectrale de puissance et le théoréme de Wiener-Khinchin est démontré.

Ces notes sont largement inspirées de celles ’Emmanuel Bossy, elles-mémes basées sur des notes rédigées par
des éleves de la 125%¢ promotion, Pierrick Cavalié, Matthieu Pebayle et Charles Bourdil. Je remercie par avance ceux
qui voudront bien me transmettre leurs corrections ou remarques.
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Premiere partie

Systemes linéaires






Chapitre 1

Systeme Linéaire Invariant (SLI)

1.1 Définitions

1.1.1 Systeéme linéaire invariant
On appelle signal une fonction d’'une variable temporelle t ou spatiale r. Pour simplifier les notations, on intégrera

le temps aux variables d’espace pour les signaux dépendants de ces deux variables. Un systéme 5 associe a un signal
d’entrée e un signal de sortie s, qui dépend des mémes variables que e :

eis=%[e]. (1.1)

Le signal de sortie s est la réponse au signal d’entrée e.

Linéarité : un systéme ¢ est linéaire quand sa réponse a une combinaison linéaire de signaux d’entrée est
égale a la méme combinaison linéaire des réponses individuelles a chacun des signaux d’entrées :

V(ag,ay) et V(eq,ep), #lage; + azer] = a5 e;] + ay € e, ]

Invariance : un systéme ¢ est invariant quand une translation du signal d’entrée se traduit par la méme
translation du signal de sortie :

Yto, Hle(t)]=s(t) = H#le(t—ty)]=s(t—ty). (1.2)

Pour un systéme invariant, I'origine des coordonnées est sans importance vis-a-vis des propriétés du systeme.

On s’'intéresse dans ce cours aux systémes qui vérifient ces deux propriétés, les systémes linéaires invariants (SLI).

1.1.2 Causalité et stabilité

Il existe plusieurs définitions de la stabilité d’un systeme. Dans le cadre de ce cours, on considere la définition
suivante (dite « BIBO » pour « Bounded Input = Bounded Output ») :

Systéme stable : un systeme est stable si toute entrée bornée induit une sortie bornée.

Systeme causal : un systéme temporel 5 est causal si une entrée nulle avant t, produit une sortie nulle avant
to
Vtg, [Vt <ty e(t)=0]= [Vt <1, s(t) = #[e(t)] =0]. (1.3)

11



12 CHAPITRE 1. SYSTEME LINEAIRE INVARIANT (SLI)

1.2 Caractérisation par la réponse impulsionnelle

1.2.1 Distribution de Dirac et convolution

Distribution de Dirac § : Soit f une fonction d’intégrale 1, on définit f,, : t — nf (nt). La distribution de Dirac

6 est la limite
6= lim f,. 1.9

n—oQo

Un tel objet n’existe pas au sens des fonctions, mais seulement au sens des distributions. Sa définition rigoureuse,
permettant une manipulation correcte et compréhensible dans des cas plus complexes que ceux abordés dans ce
cours, est vue en cours de Méthodes Mathématiques. La définition donnée ci-dessus sera suffisante pour ce cours.

Exemple : la fonction f de départ peut étre la fonction porte T1(t) = y[_1/21/2)(t), i.e., la fonction indicatrice de
l'intervalle [—1/2,1/2], ou une gaussienne, f(t) = e_tz/z/«/Zn.

La propriété suivante est équivalente a la définition (en fait, il s’agit de la « vraie » définition) :

Pour toute fonction continue a support compact f,
J 6(t —to)f (t)dt = f(ty), Vito- (1.5)

Démonstration : Prenons une fonction g d’intégrale 1, alors, par définition

Jé(t— t)f ()dt = f Tim ng(n[t — to])f (6)de = nlggof g(W)f (% + to) du, (1.6)

ou I'on a allegrement inversé limite et intégrale et utilisé le changement de variables u = n(t—t). La limite simple de
l'intégrand est g(u)f (t,). Comme f est a support compact, donc majorée, on peut utiliser le théoréme de convergence
dominée pour arriver au résultat recherché. O

Cette propriété permet une manipulation aisée de la distribution 6 basée sur la plupart des propriétés du calcul
intégral (linéarité, changement de variable, intégration par partie, etc.) sans recourir au formalisme de la théorie des
distributions.

On introduit le produit de convolution de deux fonctions f et g :

f *g(t)=ff(t—t’)g(t’)dt’- 1.7

Un changement de variable permet de montrer que le produit de convolution est commutatif, i.e., f x g = g% f.
L’équation (1.5), avec la propriété 6(t) = 6(—t), implique immédiatement que la distribution de Dirac est I’élément
neutre pour la convolution :

65 *g(t) = g(t). (1.8)

Finalement, la formule (1.5) peut aussi s'interpréter de la facon suivante : toute fonction f (t) peut s’écrire comme
une combinaison linéaire « continue » (c’est a dire définie par une intégrale) de distributions de Dirac translatées.

1.2.2 Réponse impulsionnelle et réponse générale

Réponse impulsionnelle : La réponse impulsionnelle h d’'un SLI est la réponse a une entrée donnée par la
distribution de Dirac 6 :
h=s¢[5]. (1.9

Deux types de situations peuvent se présenter :

— La réponse impulsionnelle tend vers une distribution, telle qu'une distribution de Dirac ou ses dérivées; la
réponse impulsionnelle n’est pas alors une fonction mais une distribution. Par exemple, la propagation sans
déformation d’'une onde d’un point a un autre peut-étre décrite par un simple opérateur de retard, qui décale
simplement le signal.
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— La réponse impulsionnelle est une fonction (systéeme RLC en électricité, fonction de diffraction en optique ou
acoustique). C’est le cas que nous rencontrerons le plus fréquemment.

Réponse a une entrée quelconque : La réponse s d’'un SLI a une entrée e quelconque s’obtient a partir de la
réponse impulsionnelle h = 5[5 ] par un produit de convolution :

s=[e]=hxe. (1.10)

Démonstration :

e(t) = f 5(t—te(t))dt, (1.11)
donc

s(t)=3f[e(t)]=%U 5(t—t’)e(t')dt':|, (1.12)
= f HL6(t—t)]e(t)Hdt’, (1.13)
= f h(t —t"e(t")dt’, (1.14)
=hxe(t). (1.15)
O

La réponse impulsionnelle joue donc un réle crucial car elle permet de connaitre la réponse a n’importe quel signal
d’entrée. Dans le contexte des équations aux dérivées partielles, qui seront étudiées plus en détail dans le cours de
Méthodes Mathématiques de 2¢m¢ année, on 'appelle solution fondamentale ou fonction de Green du systéme.

Pour un SLI temporel, on définit aussi la réponse indicielle, qui est la réponse a une entrée donnée par la fonction
de Heaviside 6(t). Elle peut se déduire de la réponse impulsionnelle par

[ee] [ee]

h(t—t')@(t’)dt’:f h(t —t")dt’. (1.16)

0

F[0)(t)=hx0(t) = J

—0oQ

1.2.3 Causalité et stabilité

Comme la réponse d’un SLI est entierement caractérisée par sa réponse impulsionnelle h, la causalité est équiva-
lente a une condition sur la réponse impulsionelle :

Un systéme est causal si et seulement si sa réponse impulsionelle h vérifie h(t) =0Vt <O0.

Démonstration :
= La réponse impulsionnelle est la réponse a une distribution de Dirac, qui est nulle pour t < 0, il suffit ensuite
d’utiliser la causalité.
< Supposons que h(t) =0 pour t < 0. Soit e(t) un signal d’entré nul avant t,. On veut montrer que s(t) posséde
la méme propriété. D’aprés ’équation (1.10), la sortie s’écrit
oo
s(t)=h>ke(t)=f h(t—te(t)dt'. (1.17)
—0Q
Comme e(t) = 0 pour t < t, et h(t) = 0 pour t < 0, on peut restreindre le domaine d’intégration a ]— oo, t]N
[tg, oo[. Si t < t,, ce domaine est vide donc l'intégrale est nulle, donc s(t) = 0. O
Remarque : pour un systéme causal, on peut restreindre le domaine d’intégration :

s(t) = f h(t —t)e(t)dt’ (1.18)

si le signal d’entrée est nul avant t,. Cette expression traduit que la réponse d’un systéme causal a l'instant t met en
jeu les valeurs de I'excitation depuis le moment ot elle a commencé jusqu’a l'instant présent t.

La stabilité est équivalente a une propriété de la réponse impulsionnelle h :
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Un systeme est stable si et seulement si sa réponse impulsionnelle h vérifie f _ozo |h(t)|dt < oo

Démonstration :
= On choisit I'entrée bornée e(t) = sgn(h(—t)), la sortie s = h * e est donc bornée, et

s(0) = f h(—t)sgn(h(—t))dt = f |h(t)|dt. (1.19)
< Soit une entrée bornée e(t) : il existe M € R, tel que |e(t)| < M VYt. Alors la sortie vérifie
Is(t)| = U h(t—tDe(tHdt'| < J |h(t —t")| x le(t")|dt’ < Mf |h(t)]dt’. (1.20)

1.3 SLI décrit par une équation différentielle

1.3.1 Equation du systéme

SLI décrit par une équation différentielle a coefficients constants : 'équation qui relie le signal d’entrée e
au signal de sortie s est de la forme

q r
D> a,s0() = be(e). (1.21)

n=0 n=0

La linéarité d’un systéeme décrit par une telle équation est assurée de maniere évidente par la linéarité méme
de I'équation. De méme, I’équation est invariante par translation dans le temps car les coefficients (a,) et (b,) sont
indépendants du temps.

Dans le cadre de ce cours, on suppose que r < ¢g. On admet que cette condition est nécessaire pour un systéme
physiquement réalisable. Par exemple, un systeme dérivateur, décrit par s(t) = dfj—(:) n’est pas réalisable. Dans le
cadre d’un circuit électrique a éléments passifs, il faudrait pour avoir un tel systéme que les composants n’aient
aucune résistance, ce qui est irréalisable en pratique.

1.3.2 Régime libre, stabilité

Le régime libre correspond a I’évolution (1.21) sans second membre (i.e., e(t) = 0), avec des conditions initiales
(s(")(O))0 <nsq-1 données. Pour déterminer les solutions, on introduit le polynéme caractéristique et sa factorisation,

q nl’
P(X)= Y a,X"=q,[ [x—r)™, (1.22)
n=0 i=1

avec Z:‘;l m; = q, ol (r;)1<;<,, sont les racines de P et m; est la multiplicité de la racine r;. La solution générale en

régime libre s’écrit alors
nl’

m;—1
s(t)ZZ(Z ai,jtj)erf[. (1.23)
j=0

. . ' non
Pour montrer que cette forme convient, il suffit de remarquer que pour tout n > 1, (% — r) (t” le”) =0 (cela se
démontre facilement par récurrence).

On aboutit a la propriété suivante sur la stabilité du systéme. Nous verrons au chapitre suivant comment elle est
liée a la stabilité définie en Sec. 1.1.2.

Toutes les solutions de 'équation Zi:o a,s"(t) = 0 tendent vers 0 en I'infini si et seulement si toutes les racines

du polyn6éme caractéristique P(X) = ;1120 a,X" ont une partie réelle strictement négative.
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Les polyndmes dont toutes les racines sont a partie réelle strictement négative sont appelés polynémes de Hurwitz.
Le critére de Routh permet de dire si un polynéme est de Hurwitz a partir de ses coefficients. En pratique, il n’est
cependant pas immédiat a mettre en ceuvre et il est tout aussi facile de déterminer numériquement les racines du

polyndme.
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Chapitre 2

Transformations des systemes linéaires

2.1 Fonctions propres d’un SLI

Les fonctions exponentielles sont fonctions propres des systémes linéaires invariants. La valeur propre associée
ae®, weC,est Hw)=s[e*]|,—-

Démonstration : Prenons un signal d’entrée de la forme e (t) = e®’, avec w € C; la sortie associée est s, = 5¢[e,, ].
Calculons la sortie translatée par ¢ :

St +to) = e, (t+t)], (2.1)
= #[e®e,(1)], (2.2)
=e“ e, ()], (2.3)
=e®hs,, (t). 2.4

En posant t = 0 et en changeant de nom de variable, t, — t, on obtient
s (t) =5,(0)e”" =s5,,(0)e,(t) : (2.5)

e,, est vecteur propre de J pour la valeur propre s,,(0) = #[e,,]|;—o- ]
On peut montrer que les fonctions exponentielles sont les seules fonctions propres des SLI (si leurs valeurs propres
ne sont pas dégénérées).

D’apres le théoreme de superposition, on connait la réponse a toute combinaison linéaire (discréte ou continue)
de fonctions exponentielles a I'aide de la fonction H(w) :

e(t) = ff(w)e“’tdw 2 s(t) = f H(w)f (w)e? dw. (2.6)

Décomposer une fonction en une somme d’exponentielles est exactement ce que permettent de faire la trans-
formation de Fourier et la transformée de Laplace. C’est la raison pour laquelle ces transformations jouent un role
fondamental dans la théorie des systéemes linéaires invariants, role développé dans les deux paragraphes qui suivent.
On va montrer en particulier que la donnée de la fonction H est équivalente a la donnée de la réponse impulsionnelle.

Remarque : ce résultat justifie que pour des systémes décrits par des équations différentielles linéaires a coefficient
constants, une des premiéres choses que ’on apprend est que la réponse a une fonction harmonique est toujours une
fonction harmonique, avec un changement de phase et d’amplitude.

17



18 CHAPITRE 2. TRANSFORMATIONS DES SYSTEMES LINEAIRES

2.2 Transformée de Fourier

2.2.1 Définition

La définition de la transformée de Fourier (et donc de son inverse) varie en fonction des ouvrages, des commu-
nautés d’utilisateurs, etc. Il faut garder a l'esprit que les différences sont principalement des différences de signe sur
«i» ou de facteurs de la forme +/27, qui se répercutent sur divers théorémes comme ceux relatifs au produit de
convolution. Dans ce chapitre, la définition choisie est celle du cours de méthodes mathématiques.

Transformée de Fourier : La transformée de Fourier (TF) d’une fonction f € £*(R) est donnée par

FLF)(w) = f(w) = ‘/% J_Oof(t)e—iwfdr. @.7)

La transformée inverse est donnée par la formule suivante.

La transformée de Fourier inverse d’une fonction f € £'(R) est donnée par
=20 =—1 [ Feredo, @8
V2T | oo

Remarque : La transformée de Fourier inverse a une forme proche de la transformée de Fourier; cela se traduit par
la propriété suivante, qui se démontre aisément :

7 1=2[f] (2.9)

Cela implique qu’a toute propriété de la TF est associée une propriété « duale » obtenue par application de cette
propriété sur la transformée inverse.

2.2.2 Propriétés

Transformée de Fourier d’un produit de convolution : Soient f et g deux fonctions de £ *(R), alors

frg=v2nfxg. (2.10)
Démonstration :
s 1 —iwt / INAL!
1 gw)=— | ¢ t—tNg(tHdt'dt (2.11)
fxglw) Wors J Jf ( )g(t")
1 —iwt” 7N —iwt’ / YR/
=— e ? t")e 't g(¢t)dt'dt (2.12)
Nor J J (") g(t")
=V21f(w) x §(w). (2.13)
On a utilisé le changement de variables t” =t — t. O

Transformée de Fourier d’'un produit : Soient deux fonctions f et g, alors

1 -
g. 2.14
mf*g (2.19)

fxg=

Démonstration : Il faut utiliser la dualité (Eq. (2.9)) avec la transformée de Fourier d’un produit de convolution
(Eq. (2.10)). Commencons par prendre la TF inverse de 'équation (2.10) :

frg=v2rng'[f xg]. (2.15)
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Changeons maintenant de variables, en renommant f — f, et de méme pour g :

Feg=vong [f:xé]. (2.16)
Or, d’apres la propriété de dualité : )
f=2[f]=2[f]=F. (2.17)
On arrive donc a
1 = _
—f*xg=9"[fxg (2.18)
Mot [fx&]
=g [f xg] (2.19)
— 71 x gl. (2.20)
En prenant le conjugué, on arrive donc a
1 -
xF=Ffxg. (2.21)
\/ﬂf §=fxg
(Il
La transformée de Fourier de la dérivée n-iéme de la fonction f, f™, est donnée par
f®(@) = (i)' (). (2.22)
Démonstration : Il s’agit d’intégrer par parties n fois, en supposant que les termes de bord sont nuls :
FO(w) = ff(")(t)e‘i“"dt (2.23)
=(-1)" f(t)ﬁe-imdt (2.24)
B den '
= (iw)" f f(t)e @tde (2.25)
= (iw)"f(w). (2.26)
O
2.2.3 Application aux SLI
D’apres la section 2.1,
e(t) = L Joo g(w)etdw Z, s(t)= 1 foo H(iw)é(w)e dw (2.27)
V21 J_oo V2T ) _oo ) ’
Dans la derniére intégrale, on reconnait la transformée de s, ainsi
§=Hpxé, (2.28)

ol on a introduit Hg(w) = H(iw).

D’autre part, la relation (1.10) liant la sortie a 'entrée via la réponse impulsionnelle h, s = h x e, implique d’apres
le théoreme de convolution que § = +/2mh x é. Par identification avec ’équation ci-dessus, on obtient le résultat
suivant.

La fonction Hy qui donne la valeur propre associée a la fonction propre t — el®*
transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle :

est proportionnelle a la

Hp = V2mh. (2.29)
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2.2.4 Représentations de la fonction de transfert d’un systéme temporel

Il existe plusieurs facons de représenter la fonction de transfert Hg(w) d’un systéme temporel :

— Diagramme de Bode : le module |Hg(w)| est représenté en échelle logarithmique, et sa phase ¢ (w) = arg(Hgp(w))
en échelle semi-logarithmique. Ces quantités correspondent respectivement a I'amplification et au déphasage
du signal d’entrée. Cela permet de représenter facilement la fonction de transfert de plusieurs systémes en
série.

— Les parties réelle et imaginaire de Hp(w) sont représentées en échelle logarithmique.

2.3 Transformée de Laplace

2.3.1 Définition

Nous introduisons ici la transformée de Laplace, qui est trés utile pour I'étude des systémes temporels et en
particulier pour la résolution d’équations différentielles linéaires a coefficients constants avec conditions initiales.

Transformée de Laplace : La transformée de Laplace d’une fonction f(t) définie sur ]0, co[ est donnée par

2[f1p)=f(p) = f e P f(e)de. (2.30)
0
La transformée inverse est donnée par la formule de Bromwich-Mellin :
1 y+ioo .
f)= —f e’' f(p)dp. (2.31)
27 y—ico

Le contour d’intégration est une droite, y est choisi de telle sorte que l'intégrale converge. Cette formule est peu
utilisée en pratique, on préfére se référer a une table des transformées classiques.

2.3.2 Propriétés

Calculons la transformée de Laplace de la dérivée de la fonction f avec une intégration par parties

Fip)= f e P f(O)dt=—f(0 ) +p f e P f(1)dt = pf (p) — £ (0). (2.32)
0 0
Par récurrence, cette formule se généralise en
Transformée de Laplace d’une dérivée :
. n—1
FO(p) =p"f(p)— > p"*1f®(0). (2.33)

k=0

On a aussi les propriétés suivantes.

Théoréme de la valeur initiale : si f a une limite finie en 0, alors

lim f(t) = lim pf(p). (2.34)
t—0 p—00

Démonstration : Posons | = lim,_,, f(t). Soit € > 0; il existe T > 0 tel que YVt < T, |f(t) —1| < €/2. Alors

T oo

e P f(t)—1]dt —lePT +pf e PLf(t)dt. (2.35)

T

pf(p)—l=pf

0
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Les deuxiéme et troisiéme termes tendent vers 0 quand p tend vers l'infini, il existe donc P > 0 tel qu’ils soient
majorés par €/4 pour tout p > P ; le premier terme est majoré par €/2 pour tout p. Ainsi, pour p > P, |pf(p)—I| < e.

O
Théoreme de la valeur finale : si f a une limite finie en l'infini, alors
lim f(¢) = limpf(p). (2.36)
t—00 p—>0
Démonstration : Posons | = lim,_, ., f(t). Soit € > 0; il existe T > 0 tel que Yt > T, |f (t) —1| < €/2. Alors
T oo
pf(p)—1= pf e P f(e)de + (e PT —1)!1 +pf e PI[f () —1]dt. (2.37)
0 T

Les deux premiers termes tendent vers 0 quand p tend 0, il existe donc un P > 0 tel qu'’ils soient majorés par €/4
pour tout p < P; le troisiéme terme est majoré par €/2 pour tout p. Ainsi, pour p < P, [pf(p)—1| <e. d

Transformée de Laplace d’un produit de convolution : Soient f et g deux fonctions nulles sur R_, alors

— A

frg=fxg. (2.38)
Démonstration :
—_— o *©
frglp)= J e P [ f flt— t’)g(t’)dt’] de (2.39)
0 0
= f f e PO f(t— e P g(¢)dtdt’ (2.40)
OOO 0 oo
= f e Pg(t") U e Pt f(u)du} de’ (2.41)
0 —t/
= f(p) x &(p). (2.42)
ol on a utilisé que g(t) = 0 Vt < 0 pour écrire le produit de convolution en (2.39) et que f(t) =0Vt < 0 en (2.42).

O

Remarque : I'hypothése sur les fonctions f et g est importante, elle est liée au fait que la transformée de Laplace ne
concerne que la fonction sur R,. C’est ce qui différencie la transformée de Laplace de la transformée de Fourier.

2.3.3 Transformées classiques

f(e) | 20f1p)
6(t) 1

t" at
me

1
G

2.3.4 Application aux SLI

La similarité entre I'effet de la transformée de Fourier et de celle de Laplace sur un produit de convolution conduit
a imaginer le méme lien qu’en section 2.2 entre la transformée de Laplace de la réponse impulsionnelle et les valeurs
propres H(p) associées aux vecteurs propres t — eP’ de 5. La relation s = h x e (1.10) se traduit pour un systéme
causal et une entrée nulle aux temps négatifs par § = h x é. Dautre part en écrivant I'entrée avec la transformée de
Bromwich-Mellin, comme en (2.27),

1 y+ioco o 1 y+ioco
e(t)= — J ePté(p)dp — s(t) = — f eP'H(p)é(p)dp. (2.43)
2mi y—ico 2mi /—ico

Lintégrale de droite signifie que §(p) = H(p)é(p), ainsi,
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Pour un systéme causal, la fonction H qui donne la valeur propre associée a la fonction propre t — et est la
transformée de Laplace de la réponse impulsionnelle, i.e.,

A

H=nh. (2.44)

2.4 Systeme temporel (linéaire) décrit par une équation différentielle li-
néaire a coefficients constants

Dans cette section, on caractérise le systeme temporel décrit par une équation différentielle linéaire a coefficients
constants introduit en Sec. 1.3 a l'aide de sa fonction de transfert. On souligne la différence entre le réle des trans-
formées de Fourier et de Laplace pour calculer la réponse impulsionnelle, et on montre que la stabilité et la causalité
d’un systéme sont déterminés uniquement par la position des poles de la fonction de transfert.

On montre finalement comment en pratique la transformée de Laplace est I'outil de choix pour résoudre les
équations différentielles linéaire a coefficients constants en prenant en compte les conditions initiales.

2.4.1 Approche par transformée de Fourier
2.4.1.1 Transformée de ’équation et réponse impulsionnelle

En prenant la transformée de Fourier de '’équation (1.21), on obtient 'expression suivante :

S(w)= Mé(w} (2.45)
10 a,(iw)n

La fonction de transfert est donc donnée par

Zr b,(iw)"
Hp(w) = q— (2.46)
n(iw)n
et la réponse impulsionnelle vaut donc, d’apres (2.29),
< o d
h(t) = f Hy(w)elwt =2 (2.47)
oo 2r

On constate que la solution obtenue par cette méthode est unique, or on sait que 'ensemble des solution de
I'équation est un espace de dimension q. Ici, I'unicité est imposée par le fait quon a supposé I'existence d’une trans-
formée de Fourier pour e(t) et s(t). On a de fait trouvé 'unique solution possédant une transformée de Fourier. En
terme de conditions aux limites, c’est la seule fonction qui tende vers 0 en +00 et —oo. Nous allons voir que cela
correspond a une fonction intégrable.

La méthode de résolution d’une telle équation par Fourier n’est en général commode que pour des probléemes
avec ce genre de conditions aux limites. Dans le cas contraire, il faut ajouter une combinaison linéaire appropriée de
solutions indépendantes de I'équation sans second membre.

2.4.1.2 Décomposition de la fonction de transfert en éléments simples

Comme toute fraction rationnelle, la fonction de transfert (2.46) se décompose en éléments simples :

( ) nl’ ml
Hp(w)=—"— =Q(w) + (2.48)
R RCC P Norem

ou Q est la partie entiere, (w;);<;<,, sont les racines du polynéme D, m; est la multiplicité de la racine w; et a; ;
sont des nombres. Lhypothése sur 'équation différentielle (1.21), r = deg(N) < q = deg(D), implique que la partie
entiere est nulle.
Remarque : Les polynémes Ni(w) et Dp(w) correspondent respectivement au numérateur et au dénominateur de la
fonction de transfert (2.46) aprés simplification des racines communes (Ng(w) et Dp(w) sont premiers entre eux).
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2.4.1.3 Role sur la stabilité et la causalité du systéme

D’apres la relation (2.29), la fonction de transfert Hy correspond a la transformée de Fourier de la réponse im-
pulsionnelle h : Hy = h. Ainsi, la réponse impulsionnelle est donnée par

Otl- . .
h(t) = f H (w)elwfd“’ f W er e (2.49)
- o0 =1 j=1

(w—wi)l 27

Pour calculer la transformée de Fourier inverse du terme (e — ;)™ on utilise la méthode des résidus :
— Pour t > 0, il faut refermer le contour par un demi-cercle dans le plan supérieur pour pouvoir appliquer le
lemme de Jordan, ainsi Re(iwt) = —Im(w)t < 0. Si w; est dans le demi-plan inférieur, 'intégrale est nulle. Si
w; est dans le demi-plan supérieur, le résidu est

iwt it -1
Rés,, (o) o ) - (? V™ ot (2.50)
: (w—wy ) (G—D!
Lintégrale vaut donc

0 ot g e~ et si Im(w;)>0

i ——e' @it si w; ,
J (e—)Jz_O) = (]_1)' (2.51)

oo (W T Wi)T AT 0 si Im(w;) <O.

— Pour t < 0, on retrouve le méme résultat qu'en Eq. (2.51) en inversant les conditions sur Im(w,).
On constate que tous les termes qui interviennent dans la fonction de transfert, de la forme (2.51) décroissent
exponentiellement et ont donc une intégrale finie.

Le systeme est causal si h(t) = 0 pour t < 0. Pour cela, il ne faut pas de pdle dans le demi-plan inférieur.

La fonction de transfert de Fourier d’un systéme stable et causal n’a que des poles a partie imaginaire positive.

Dans les cas ou il existe un ou plusieurs poles de Hy sur 'axe réel, la méthode ci-dessus ne s’applique plus. On
admettra qu'’il y a plusieurs solutions h(t) possibles, mais qu'une seule est causale (cf. exemple en travaux dirigés de
Méthodes Mathématiques en 2¢me année).

2.4.2 Approche par transformée de Laplace
2.4.2.1 Transformée de I’équation et réponse impulsionnelle

En prenant la transformée de Laplace de 'équation (1.21), on obtient I'expression suivante :

Zr 2 D" e(p)_z,izlb [ Pt e (0 )]+ 1 a, [ 30 prs(07)]
n= oanpn Z 0 a,p" l:l -0 a,pm

$(p)= (2.52)

Cette expression comporte trois termes, dont le premier ne dépend que des caractéristiques du systeme, et dont les
deux suivants dépendent des conditions initiales sur le signal d’entrée et sur la réponse du systéme.

On peut considérer que la distribution de Dirac est nulle en 0™. Le premier terme donne donc la réponse a une
excitation impulsionnelle pour un systéme initialement au repos, c’est a dire par définition la réponse impulsionnelle.
Le troisieme terme donne le régime libre, c’est a dire I'évolution du systéme quand il évolue sans second membre,
mais avec des conditions initiales données.

La fonction de transfert est donc donnée par
N(p) _ Zr b,p"
D(p) ¢ ap

et d’aprés la relation (2.29), si la réponse impulsionnelle h(t) est nulle aux temps négatifs, elle est liée a la fonction
de transfert par

H(p)= (2.53)

H(p) = h(p). (2.54)
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Comme pour la transformée de Fourier, I'inversion de la transformée de Laplace donne un résultat unique pour la
réponse impulsionnelle. Cette fois, c’est une solution causale qui est sélectionnée par la construction de la transformée
de Laplace.

2.4.2.2 Role sur la stabilité et la causalité du systéme

De la méme maniére qu’avec la transformée de Fourier, on peut décomposer la fonction de transfert en éléments
simples :

H(p) = ZZ (piﬁ (2.55)

ol (p;)1<i<n, sont les racines du polyndéme D, m; est la multiplicité de la racine p; et @, ; sont des nombres. Comme

Hp(w) = H(iw), cette décomposition correspond a la décomposition (2.48) avec p; = iw;, a; j = ijai’j.
En inversant la transformée de Laplace, on obtient pour la réponse impulsionnelle
0 si t<O,
h(t) — moq. i1 (2.56)
Z —L__ePit i t>0.
G-

De cette expression, on déduit que le systeme est stable (h(t) est intégrable) si et seulement si les racines p; sont
a parties réelles strictement négatives. Si des racines p; ont une partie réelle nulle, le systeme n’est pas stable au sens
« BIBO », il est dit marginalement stable.

Si les poles (p;) de H(p) sont a partie réelle négative, les pdles w; = —ip; sont a partie imaginaire positive, ce
qui correspond a la condition de causalité dans 'approche par transformée de Fourier. Dans ce cas, les réponses
impulsionnelles calculées par les deux approches coincident et le systeme et stable et causal.

Un systeme est stable et causal si et seulement si les poles de sa fonction de transfert sont a partie réelle
strictement négative.

Remarque : La condition de stabilité déterminée ci-dessus est proche de celle en régime libre donnée en Sec. 1.3.2. En
effet, le polynéme caractéristique P associé a I’équation différentielle (1.21) est égal au dénominateur de la fonction
de transfert (2.53). Les deux conditions sont identiques si les poles de la fonction de transfert sont les racines du
dénominateur de (2.53), c’est a dire si ces racines ne se simplifient pas avec les racines du numérateur.

2.5 Terminologie

Les notions introduites dans ce premier chapitre sont communes a un grand nombre de problemes physiques,
dans les régimes ol les phénomenes étudiés correspondent a ’action d’un systéme linéaire invariant. Si les notions
théoriques sont exactement les mémes, la terminologie pour désigner en particulier les fonctions caractérisant le
systéme est propre a chaque domaine. Le tableau suivant (non exhaustif et sujet a variation) donne quelques exemples
de termes qui seront rencontrés dans des contextes différents, mais qui représentent fondamentalement le méme
objet.

Commande de Processus Réponse impulsionnelle Gain complexe
Filtrage en fréquence Réponse impulsionnelle Fonction de Transfert

) Fonction d’appareil )
Imagerie Fonction de Transfert

PSF (Point Spread Function)

Propagation Fonction de Green Fonction de Transfert

Mécanique Réponse percusionnelle Fonction de Transfert




Chapitre 3

Exemples

Dans ce chapitre, nous donnons quelques exemples de systémes linéaires invariants qui seront rencontrés dans
différents domaines. Nous caractérisons ensuite ces systemes a I'aide des outils développés dans les chapitres précé-
dents.

3.1 Electronique/électricité : circuit RC

3.1.1 Définition
On considére le circuit résistance-condensateur représenté en Fig. 3.1. Ici, ¢ est un systeme linéaire car la

résistance et le condensateur relient linéairement le courant qui les traverse a la tension a leurs bornes (par des
opérateurs de dérivation). Il est de plus invariant si I'on suppose que les composants sont stables au cours du temps.

La tension de sortie est reliée a la tension d’entrée par
dv,
T OO =Ve(0), (3.1)

ou T =RC.

3.1.2 Réponse impulsionnelle
3.1.2.1 A partir de 'équation différentielle

On peut commencer par calculer la réponse en régime libre. Le polynéme caractéristique de ’équation différen-
tielle (3.1) est P(X) = 7X + 1; sa seule racine est r = —1/7, elle est simple. La réponse en régime libre est donc de

la forme
V() = ae /7. (3.2)

La constante a est donnée par la condition initiale : a = V,(0).

R

L F——

V.(t) C— [t

FIGURE 3.1 — Schéma du systéme résistance (R) - condensateur (C).

25
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0.8 \
0.6
0.4

ol |\

h(t)
/

FIGURE 3.2 — Réponse impulsionnelle du circuit RC.

On peut calculer la réponse impulsionelle a partir de 'équation différentielle :
dh
e (O +h()=5(2), (3.3)

Cherchons une solution telle que h(t) = 0 pour t < 0, et intégrons I'’équation pour h entre 0~ et 0% :
O+

T[h(0*)—h(07)] +J h(t)dt =1. 3.4)

0

En supposant que h reste bornée en 0, on obtient h(0") = 1/7, et h(t) évolue en régime libre sur ]0, co[, on peut
donc utiliser la solution (3.2). On obtient finalement

h(t) = %e_t/TQ(t), (3.5)

ou 6(t) est la fonction de Heaviside. Cette réponse est représentée en Fig. 3.2.

Cette fonction de transfert est nulle aux temps négatifs et intégrable : le systéme est stable et causal.

3.1.2.2 Par transformée de Laplace

D’apres le chapitre précédent, la fonction de transfert associée a '’équation différentielle (3.1) est

11 1
1+tp 7 p+1 1

H(p)= (3.6)

La transformée inverse donne la réponse impulsionnelle. D’apres les transformées classiques (voir Sec. 2.3.3), on
retrouve directement la solution (3.5).

La fonction de transfert a un pole en —1/7, qui est un réel négatif, donc le systéme est stable et causal.

3.1.3 Fonction de transfert de Fourier, gain et phase

Alternativement, la fonction de transfert Hp(w) est déterminée, d’apres la section 2.1, en prenant en signal d’en-
trée V,(t) = €'’ et en cherchant le signal de sortie sous la forme V,(t) = Hp(w)e'" (cela marche aussi avec la
fonction de transfert de Laplace). On obtient

1

Hy(w) = 1+itw’

3.7
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0.01
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0.01 0.1 1 10 100

TwW
FIGURE 3.3 — Diagramme de bode du circuit RC.

Le gain et la phase de cette fonction de transfert sont tracés en Fig. 3.3. Si on raisonnne en fréquence, on constate
immédiatement a partir de 'expression de Hy que le montage est suiveur a basse fréquence, et intégrateur a haute
fréquence. La fréquence de transition entre ces deux régimes est w, = 1/7. Si on raisonne en temps de réponse, on
constate a partir de h que le systéme répond avec un temps de réponse donné par .

3.2 Meécanique : systeme masse-ressort-amortisseur

3.2.1 Définition

L’évolution du systeme présenté en Fig. 3.4 est régie par 'équation différentielle suivante :

mé’fs +co;s + ks =co,e + ke,

(3.8)
que P'on peut réécrire, en introduisant la pulsation propre w, = +/k/m et le facteur de qualité Q = vkm/c,
w w
335 + 603[5 —+ w(z)s = —Oate + wge. (3.9

3.2.2 Réponse impulsionnelle

3.2.2.1 Régime libre

Commencons par déterminer le comportement du systéme en régime libre. Pour cela, il faut trouver les racines
du polynéme caractéristique P(X) = X* + 22X + ;. On distingue trois cas :

— Q > 1/2 : les racines sont
ry =—w —1 +i\|1— —1 (3 10)
* °\ 2Q 4Q2 )’ '

s(t)=a,e™" +a_e™.

donc la solution s’écrit

(3.11)



28 CHAPITRE 3. EXEMPLES

FIGURE 3.4 — Schéma du systéme masse (m) - ressort (k) - amortisseur (c), les hauteurs d’entrée et de sortie sont
prises par rapport a une position de référence ou le ressort est au repos.

— Q=1/2:r =—w, est racine double, donc la solution est de la forme

s(t)=e ! (at + fB). (3.12)

1 1
ri=—wo(ﬁi \ 4—(22—1), (3.13)

et la solution s’écrit comme en Eq. (3.11).
Les racines du polynome caractéristique ont une partie réelle strictement négative, donc le systeme est stable et
causal.

— Q < 1/2: les racines sont

Comme le membre de droite de 'équation (3.9) est plus compliqué que pour le circuit RC, la réponse impulsion-
nelle ne s’obtient pas aussi facilement a partir de la solution en régime libre. Nous passons donc par la transformée
de Laplace pour l'obtenir.

3.2.2.2 Par transformée de Laplace

La fonction de transfert associée a '’équation (3.9) est

@o 2
QP W

H(p) = — (3.14)

P2+ Ep+wd
Le diagramme de Bode associé est représenté en Fig. 3.5 pour différentes valeurs du facteur de qualité Q.

SiQ # 1/2, les racines du dénominateur sont données comme précédemment par les équations (3.10) et (3.13).

Pour simplifier les notations, on introduit
1

=
et on note v A pour iy/|A| si A < 0. Les racines s’écrivent donc

A 1, (3.15)

re=—w, (% + JZ). (3.16)

La décomposition de la fonction de transfert en éléments simples donne

1—-L 42 1—L _ YA
H(p) = — x 2 S 3.17)

On en déduit la réponse impulsionnelle si Q < 1/2 (A > 0)

_ @ (L @) ”_( _L_@) u]
h(t)_2\/Z|:(1 2Q2+ 2 e 1 e o(t), (3.18)
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FIGURE 3.5 — Diagramme de Bode du systéme masse-ressort-amortisseur.

etsiQ>1/2 (A<0),

h(t) = wq [é cos(Mt)— L (L — 1)sin( |A|t):|e_‘°°t/(2Q)6(t).

Si Q = 1/2, la fonction de transfert se décompose comme

2
@y 2wq

+ .
(p+wp)? pt+wy

H(p)=-

La réponse impulsionnelle vaut donc
h(t) = wo(—wot +2)e" 0t 0(t).

La réponse impulsionnelle est tracée en Fig. 3.6 pour différentes valeurs du facteur de qualité Q.

29

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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FIGURE 3.6 — Réponse impulsionnelle du systeme masse-ressort-amortisseur.
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Signaux
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Chapitre 4

Représentation et manipulation de signaux
par transformée de Fourier

4.1 Définition et propriétés élémentaires
Nous reprenons les définitions et propriétés élémentaires vues en Sec. 2.2.

La transformée de Fourier d’une fonction réelle f(t) vérifie

flw) = f(w). “.1)

La transformée de Fourier d'une fonction paire est paire.

De ces deux propriétés, on peut déduire que la transformée de Fourier d'une fonction réelle paire est une fonction
réelle paire.

Effet d’une translation : L
g)=f(t+ty) = g(w)=e*"f(w). (4.2)

Démonstration :
g(w)= J e @lg(t)dt = J. e f (t + to)dt = el f e F(¢)dt = et f (w), (4.3)

avec le changement de variables t’ = t + t,,.

La propriété « duale » de celle-ci (cf. Remarque (2.9)) est la suivante :

Multiplication par une exponentielle :

g)=e'f(t) = §w)=f(w—w). (4.4)

Théoréme de Parseval-Plancherel : Soit f une fonction de carré sommable. Alors, sa transformée de Fourier
est aussi de carré sommable et

f f(0)de = f |f ()] de. (4.5)

33
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Démonstration :
J If (0)[Pdt = J [f flw )e"’” ] [J f(w’)e‘“’ ] (4.6)
- f f(w)f(w')e“w—w'”‘“dzﬂ “.7)
T
f)f(w)8(w—w)dwdew’ (4.8)
_ f F (o) doo 49)
Nous avons utilisé la transformée de Fourier d’une constante, Eq. (4.13). [l

4.2 Signaux et distributions de base

Les signaux et distributions présentés ci-apres sont parmi les plus rencontrés dans de nombreux domaines utilisant
l'analyse Fourier. Il importe d’en connaitre les transformées de Fourier, au minimum d’un point de vue qualitatif.
Quand les définitions intégrales des transformées de Fourier posent un probléeme (fonction non intégrables, ...), les
transformées de Fourier correspondantes sont a prendre au sens des distributions.

Gaussienne : o 3 L,
f()=et/CT 5  flw)=Te T/, (4.10)
Démonstration :

flw)=—= i ( i )d e «T/—Z - [+ d 4.11)

w)=— exp| ——— —iwt |dt = —— exp| ———— |dt. .

27 ) _oo P 2T2 27T oo P 2T2

On montre ensuite facilement avec le théoréme des résidus que l'intégrale est simplement lintrégrale de la gaus-

q g p g g
sienne, qui vaut v27T. (I

En passant a la limite T — 0 (en divisant les deux c6tés par +/2nT) ou T — oo dans ’équation (4.10), on aboutit
aux transformées suivantes.

Dirac et constante :

= 1
f)y=o(t) — f(w)—E, (4.12)
fH=1 — f(w)=vV216(w). (4.13)

En utilisant ces transformées de Fourier, ainsi que la propriété de multiplication (4.4), on peut obtenir par exemple
la transformée de Fourier d'une sinusoide :

f(t) =cos(wot +Pp) —> f(co)z\/g[ei¢6(w—wo)+e_i¢6(a)+w0)] (4.14)
Fonction porte :
t ~ T . Tw
f(t)—HT(t)—H(?) — f(w)= mﬁnc(?). (4.15)
Démonstration :
T/2 —iwT/2 _ jiwT/2 ;
x Ciwe dt e e 2sin(wT/2) . (Tw)
= = = = — . 4.16
fl) f_me or | —izre Vire | vzmo\2 (-16)
|

La fonction porte et sa transformée de Fourier sont tracées en Fig. 4.1.
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FIGURE 4.1 — Fonction porte et sa transformée de Fourier (Eq. (4.15)).

4.3 Relation d’incertitude

La « relation d’incertitude », utilisée notamment en mécanique quantique, est une relation tres générale reliant
la « largeur » d’une fonction et celle de sa transformée de Fourier.

4.3.1 Energie, position moyenne et largeur d’un signal

On définit dans cette section I'énergie, la position moyenne et la largeur d’'un signal, quand elles existent. Ces
deux derniéres correspondent a la moyenne et & la variance d’une variable aléatoire de densité (normalisée) |f(t)|?.

Energie d’un signal : Lénergie d’un signal f(t) de carré sommable est donnée par

E; :f If ())%dt. (4.17)

D’apres le théoréme de Parseval-Plancherel, Eq. (4.5), 'énergie d’un signal peut aussi étre obtenue par sa trans-
formée de Fourier.

Position moyenne d’un signal : La position moyenne d’un signal f (r) d’énergie E; est donnée par

_ 1
£ = EJ tIf (0)*dt. (4.18)

Largeur d’un signal : La largeur d’un signal f (t) d’énergie E; et de position moyenne t est définie par

1/2
Aty = [% f (t—ff)z |f(t)|2dt] ) (4.19)

Ces définitions s’appliquent aussi dans I'espace de Fourier.

Remarque : On montre facilement qu'un signal g obtenu par translation du signal f a la méme largeur que f. Ainsi,
on ne démontrera la relation d’incertitude que pour des signaux de position moyenne nulle.

4.3.2 Relation d’incertitude

La relation d’incertitude (souvent appelée relation d’incertitude de Gabor-Heisenberg) traduit la dépendance
entre la largeur d’un signal et celle de sa transformée de Fourier.
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Relation d’incertitude : Soit f un signal admettant des largeurs temporelle At et spectrale Aw, alors ces
largeurs vérifient I'inégalité

At X Aw = (4.20)

N =

Démonstration : On rappelle qu’on peut définir un produit scalaire pour les fonctions de carré sommable par

(f.g) =f f(Dg(t)de. 4.21)

Pour ce produit scalaire, on a I'inégalité de Schwartz :

I(F, @ < IIfIl < 1lgll, (4.22)

oti la norme est celle associée au produit scalaire, ||f||? = (f, f).

On se restreint, sans perte de généralité, a un signal de position moyenne nulle (dans I'espace réel et dans I'espace
de Fourier). Considérons la quantité

T R
A—f tdt[lf(t)l ]de], (4.23)

—00

et évaluons-la de deux facons différentes. Par une intégration par parties,

[ee]

[elf (DR, —f If (0)[?dt

—0oQ

le terme de bord est nul car la position moyenne est bien définie.

D’autre part, en développant la dérivée puis en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

A= U tf’(t)mdt+f tf(0)f/(t)dt (4.25)

oo oo 1/2
szU t2|f(t)|2dt><J |f’(t))2dt] . (4.26)

Les deux termes qui apparaissent s’expriment simplement :

f EIf (Ot = EpAtf, 4.27)
—00
et
oo oo oo
f o e = f o ()] do = J W f @) do = By 80 (4.28)
—00 —00 —00
On obtient donc pour A :
En comparant avec I'équation (4.24), on obtient I'inégalité (4.20). O

4.4 Applications de la multiplication de signaux

4.4.1 Transmission radio par modulation d’amplitude

Considérons un signal audio f (t), correspondant & une prise de son avec une bande passante de 'ordre de 5 kHz :
la largeur spectrale totale (en comptant les fréquence négative) du signal est donc de 'ordre de 10 kHz (5 kHz de
part et d’autre de la fréquence nulle).

Pour propager ce type de signal a 'aide d'une onde électromagnétique, il faut propager I'information avec une
onde dont la gamme de fréquence est de 'ordre de 1 MHz a une centaine de MHz. Une facon simple est d’utiliser une



4.4. APPLICATIONS DE LA MULTIPLICATION DE SIGNAUX 37

1 0.5
3 05 S 025
g N
0 0
20 -10 0 10 20 ~100-50 0 50 100
w w

FIGURE 4.2 — Spectre du signal a transmettre de largeur Aw =5 et du signal modulé avec une porteuse de pulsation
w, = 100.

onde sinusoidale de fréquence élevée, dite porteuse, dont 'amplitude est modulée par le signal audio a transporter.
Mathématiquement, la modulation d’amplitude est simplement une multiplication de I'amplitude de 'onde porteuse
cos(w,t) par le signal que 'on veut transporter f (t) :

fu(t) = f (t) cos(w,t). (4.30)

Dans la pratique, on ajoute en réalité un décalage constant au signal f(t), mais ce point ne modifie en rien le
raisonnement qui suit.

La multiplication dans ’espace temporel se traduit par une convolution dans I'espace des fréquences (Eq. 2.14),
et la transformée de Fourier de 'onde modulée est donnée par

fulw) = 3 [Fo—op)+ flo+ o], (43D

Cet effet sur le spectre est représenté en Fig. 4.2.

Le spectre du signal modulé est donc dédoublé de part et d’autre de la fréquence de modulation. Si 'on veut
transporter deux ondes en méme temps sans qu’elles ne se recouvrent en fréquence, il faut que les fréquences des
porteuses utilisées soient séparées d’au moins 10 kHz. On pourra constater sur un poste de radio que le pas en
fréquence proposé en AM est bien de 'ordre de 10 kHz.

4.4.2 Résonance magnétique nucléaire

Un systéme « résonant » est caractérisé par une fonction de transfert présentant des pics aux fréquences dites
de résonance. Prenons 'exemple de la résonance magnétique nucléaire (RMN) : 'excitation magnétique d’'un noyau
d’hydrogéne (par l'intermédiaire de son moment magnétique de spin) comporte une fréquence de résonance qui
dépend de I'environnement atomique du noyau dans la molécule dans laquelle il se trouve. En conséquence, si une
molécule comporte des protons qui ne sont pas équivalents du point de vue de leur emplacement dans la molécule,
alors la réponse spectrale a une excitation magnétique comportera autant de pic de résonance qu’il y a de protons
avec un environnement différent. Dans la molécule d’éthanol (CH;CH,0OH), il y a trois types d’environnement pour
les protons H, le spectre est donc constitué de trois pics (eux-méme présentant une structure fine...). Typiquement,
I’écart entre ces pics est de 'ordre de quelques centaines de Hz (pour une fréquence de résonance autour de quelques
centaines de MHz).

Pour étudier ce systeme, on peut utiliser un champ magnétique oscillant sinusoidalement, et balayer en fréquence
pour trouver une a une les fréquences de résonances. Mais on peut aussi utiliser une approche impulsionnelle (on
parle alors de RMN impulsionnelle), qui met en jeu une excitation qui est un train d’onde sinusoidal de durée T :

f(t) =Bycos(wt)II(t/T). (4.32)

Le spectre de cette excitation est (en utilisant la transformée de Fourier d'un produit, Eq. (2.14), ou la relation (4.4))

f(w)z %[sinc(g[w—wo])+sinc(§[w+w0]):|. (4.33)
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Si la durée T de I'impulsion est assez courte, la largeur spectrale de 'impulsion, de I'ordre de 1/T, peut-étre
suffisamment large pour englober toutes les fréquences de résonance. Dans le cas des molécules telle que I’éthanol,
une durée inférieure la milliseconde permet d’exciter simultanément toutes les fréquence de résonance.

4.5 Séries de Fourier

4.5.1 Définition

Coefficients de Fourier : Soit une fonction f de période T ; ses coefficients de Fourier sont définis pour k € Z
par

T
1 .
&= J f()e 2kt T g, (4.34)
0

Peigne de Dirac : Le peigne de Dirac de période T est une distribution définie par

I () = > &(t —kT). (4.35)

kezZ

La convergence de la série de Fourier vers la fonction de départ vient de la formule suivante, qui est proche du
théoréme de Dirichlet.

Formule sommatoire de Poisson : La série >, _, e?™* converge au sens des distributions vers le peigne de
Dirac :
D e =5 (x — k) = I(x). (4.36)
keZ keZ

On ne démontre pas cette formule (la démonstration, qui repose sur le théoréme de Riemann-Lebesgue, n’est pas
tres compliquée), mais on peut l'illustrer en regardant I'évolution des fonctions

n

£(x) = Z Q2inkx sin([2n + 1]7'cx)' 4.37)

= sin(7tx)

. . cecs . 1
Des exemples sont tracés en Fig. 4.3 pour différentes valeurs de n. On remarque aussi que pour tout n, f o falx)=1.
Les fonctions f,,, sont donc des fonctions d’intégrale 1 sur une période qui se concentrent autour des valeurs entiéres.

Théoreme de Dirichlet (convergence de la série de Fourier) : Soit une fonction f continue de période T
dont les coefficients de Fourier sont ¢, (Eq. (4.34)), alors

FE) = cpedmk/T, (4.38)

kezZ
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FIGURE 4.3 — Illustration de la formule sommatoire de Poisson : tracé des fonctions f, définies en Eq. (4.37) pour

différentes valeurs de n.

Démonstration : Avec la formule sommatoire de Poisson :

kezZ

T
. . 1 P
2inkt /T __ 2inkt/T INy—2imtkt’ [T 34/
cre = e — t)e dt
E k E Tfo f(&)

keZ
1 (" o
— _J f(t/) |:Z e21ﬂ:k(t—t )/T:| dt’
r 0 keZ
1 (", t—t ,
_?JO f(t){éé( . —k)]dr_
T
zf f(t’)[Zé(t—t’—kT):|dt’
0 kez
T
=Zf(t—kT)f &(t—t' —kT)dt’
keZ 0
=f(t)j 5(e"de”

=f(0).

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

On a utilisé que f(t")6(t—t'—kT) = f(t—kT)5(t —t’'—kT), la périodicité de f, 5(at) = a~'5(t), et le changement

de variables t” =t —t' —kT.

O

Remarque : Si la fonction f n’est pas continue, la série converge vers sa « régularisée », f,(t,) = [limHta fl)+

Hmt—»t{; f)l/2.

4.5.2 Lien avec la transformée de Fourier

La transformée de Fourier d’'une fonction périodique s’exprime simplement en fonction de ses coefficients de
Fourier, c’est une somme de pics de Dirac aux pulsations 27tk/T, k € Z.
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Transformée de Fourier d’une fonction périodique : Soit f une fonction de période T et de coefficients de
Fourier ¢, alors sa transformée de Fourier est donnée par

f(t)zzckezinkt/T — f(a)): «/ﬂcha (0)—@). (4.46)

keZ keZ

Démonstration : Il suffit de prendre la transformée de Fourier terme a terme et d’utiliser la transformée de Fourier
d’une exponentielle complexe. O

Motif d’une fonction périodique : Soit f une fonction T-périodique. Son motif f,, est défini par

() =TI(t/T) x f(t). (4.47)

Coefficients de Fourier et transformée du motif : Soit f une fonction T-périodique de motif f,,. Alors ses
coefficients de Fourier c; sont liés a la transformée de Fourier du motif par

21 ~ (2kTm
=— — . 48
o= 222 (2 (4.48)
Démonstration :
T T/2 oo
1 —dirke/T 1 —oirke/T 1 —dirke/T ( t ) varm ; (Zkﬂf)
== t)dt == t)dt == I = |dt = — — . (4.
c Tfoe fOde=g | RIfd= g | TN (7 LS5 ) @a9)
O
En injectant le résultat (4.48) dans la relation (4.46), on trouve
~ 27 2nk\ » [ 2km 27 ~

On peut arriver a cette relation différemment, en utilisant la transformée de Fourier du peigne de Dirac et les pro-
priétés de la convolution.

Convolution du motif par le peigne de Dirac : Soit f une fonction T-périodique de motif f,,, alors

f =g * f,. (4.51)
Démonstration :
Iy * fry (£) =f 7 (t — t") fr(t)dt’ (4.52)
=Zf 5(t—t’—kT)H(t—)f(t’)dt’ (4.53)
k€Z J —0 T

T/2
=f(t)ZJ 5(t—t' —kT)dt’ (4.54)

kez J—T/2
=f(t)f 5(t—t")dt’ (4.55)
= f(t). (4.56)
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Transformée de Fourier du peigne de Dirac :

M (w) = @mw(wm (4.57)

Démonstration : Il suffit d’utiliser la formule sommatoire de Poisson :

— 0 . d
M, (w) = L}O é 5(t —kT)e et JTt—ﬂ

1 . 1 T V2 2k V2
= =Sl N5 (“)— - k) =Y TN (a) - i) = 20, (). (4.58)
vVamn keZ v2r kez 2 r kez T T
O
On arrive donc a exprimer la transformée de Fourier d’'une fonction périodique a partir de celle de son motif.
Soit f une fonction T-périodique de motif f,,, leur transformée de Fourier sont reliées par
~ 21 ~
f = TH—IZH/T Xfm' (459)
Démonstration : Il suffit d’appliquer la transformée de Fourier d’'une convolution a la relation (4.51) :
~ —~— — -~ 27 ~
f=My*f,=v2nlll; x f, = TH-IZH/T X fon- (4.60)
|

La transformée de Fourier d’une fonction T-périodique est obtenue en « prélevant » les pulsations multiples de
27t/ T sur la transformée de Fourier de son motif.
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Chapitre 5

Echantillonnage

Si les signaux physiques sont par nature continus pour la plupart (une signal sonore, un champ ondulatoire, etc.),
leur mesure avec des instruments modernes (oscilloscope, enregistreur audio, caméscope, etc.) fournissent en général
des signaux finis a variables discreétes, obtenus a partir d’'un échantillonnage de valeurs prélevées sur le signal physique
continu. On étudie dans ce chapitre l'effet de cet échantillonage sur le spectre du signal observé.

Dans un premier temps, on s’intéresse a l’effet de la période d’échantillonnage, en considérant le temps d’obser-
vation infiniment long. On y démontre un des théoremes fondamentaux de la théorie de I'information, le théoreme
d’échantillonnage de Shannon-Nyquist, qui énonce que I'on peut sous certaines conditions échantillonner un signal
sans aucune perte d’information.

On passe ensuite a 'échantillonnage en temps fini, ou I'on discute des effets qualitatifs de ’échantillonage sur
le spectre, et des conditions pour obtenir une bonne estimation du spectre. On y présente aussi la transformée de
Fourier discrete et son calcul « rapide » par I'algorithme de Cooley-Tukey, qui est couramment utilisé.

5.1 Echantillonnage infiniment long

5.1.1 Signal échantillonné et transformée de Fourier

L’échantillonage d’un signal continu f avec une période d’échantillonage T, est la donnée de la suite de valeurs
discrétes (f (kT.))yez- Par commodité pour les calculs, on introduit le signal échantillonné.

Signal échantillonné : Soit f un signal continu ; pour une période d’échantillonnage T, on lui associe le signal
échantillonné
fe=Mlg, x f. (5.1)

Remarque : le signal échantillonné est une distribution.

Transformée de Fourier du signal échantillonné : la transformée de Fourier du signal échantillonné f, est
donnée par

- 1 .
— kT —ikT,w 5.2
fe(w) Vo kEGZ:f( eJE (5.2)
1 - 2k
=—§:f(co+ ) (5.3)
Te keZ Te

Démonstration : La premiére expression, Eq. (5.2), s'obtient en calculant directement la transformée de Fourier :
I 1
f(lw)=—=| e ™| ) 6(t—kT.)|f(t)dt =— ) f(kT.)e . (5.4)
f@r= =] | )| 7o 2 e

kez kezZ

43
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La deuxiéme expression, Eq. (5.3), s’obtient en utilisant la transformée de Fourier d’'un produit (Eq. (2.14)) :

flw) =My, x f(w) = ‘%iﬁn «f () (5.5)

1 -
= _I—HZn/Te * f(w) (5.6)
- J W'+ 2"—”) Flw)do' (5.7)

0 keZ Te
_ —Zf( 2kﬁ) 59
e kez

O

La relation (5.2) donne la transformée de Fourier de la fonction échantillonnée en fonction des valeurs mesurées
alors que la relation (5.3) donne sa signification a partir de la transformée du signal de départ. La transformée du
signal échantillonné est obtenue a partir de celle du signal de départ par périodisation avec une période 27/ T,. En
conséquence, on s’intéresse au spectre du signal échantillonné sur l'intervalle [—m/T,, 7t/ T.].

5.1.2 Echantillonnage sans perte d’information

Signal a bande limitée : Un signal f est a bande limitée si sa transformée de Fourier est a support borné :

30 telque VYo,|wl <= f(w)=0. (5.9)

Quand on échantillonne un signal f avec une période T, (ou une pulsation w, = 27/ T,), deux cas se présentent,

qui sont illustrés en Fig. 5.1 :

— Le signal est & bande limitée avec Q2 < + = =, alors les « composantes » de la périodisation ne se recouvrent
pas et le spectre du signal echantlllonne observe sur la fenétre [—w, /2, w./2] correspond au spectre du signal
f. On peut alors reconstruire exactement f a partir du signal échantillonné : c’est le théoreme de Shannon-
Nyquist.

— Le signal n’est pas a bande limitée, ou a bande limitée avec 2 > w./2, alors les composantes de la périodisation
se recouvrent : il y a repliement de spectre. En conséquence, tout dispositif d’échantillonnage (de numérisation)
bien concu comporte en général un filtre « anti-repliement » (« anti-aliasing » en anglais) dont le but est
d’éliminer avant ’échantillonnage les pulsations supérieures a w,/2.

Théoreme d’échantillonnage de Shannon-Nyquist : Tout signal f a bande limitée a Q peut-étre échantillonné
sans perte d’information avec une période d’échantillonage T, si w, = 27/T, > 2Q. Alors, le signal peut étre
reconstruit & partir des valeurs échantillonnées (f (kT,))xez par la formule

f(t)—Zsmc( [——kDf(kTe). (5.10)

kez

Démonstration : S’il n’y a pas de repliement de spectre, on peut écrire

f(w)=T.1,, (0)fe(w). (5.11)

Prenons la transformée de Fourier inverse de cette relation, en utilisant la propriété (2.10) :

f)= RLNENAGE (5.12)

Lg[
V2

La transformée de Fourier inverse de la fonction porte se calcule avec la relation de dualité :

g0, |(6)= De sinc(wzet)z 1/ﬁ_nsinc(wet).

5.13
e Jon (5.13)
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FIGURE 5.1 — Spectres du signal continu (gauche) et du signal échantillonné (droite) avec une pulsation w. = 2. En
haut, le signal est a bande limitée avec Q2 = 0.8, en bas, le signal n’est pas a bande limitée : un repliement du spectre
est observé.

Ainsi, en utilisant la définition du signal échantillonné, Eq. (5.1),

f(t):foosinc( we(t ”)Zm KT.)f (kT.)d¢ (5.14)
—00 keZ
—Zf(kT)SI ( @e(t kT)) (5.15)
keZ
0

Remarque : Echantillonner sans perte d’information signifie que la connaissance de la fonction échantillonnée f,
implique la connaissance compléte de la fonction f. Cela ne signifie pas que le tracé de la fonction échantillonnée
donne une représentation visuelle adéquate de la fonction continue.

Remarque : La transformée de Fourier d’un signal f peut s’écrire

; 1 () ) (k+3)T, )
flw)= Eﬁwe f()dt = —ZL et F(1)dt, (5.16)

kez J (k—3)T.

ou T, est la fréquence d’échantillonnage. D’autre part, si le signal est a bande limitée & w,./2, alors pour w €
[_we/z: O)e/Z],

fl@) =T fu(w) = —== > ek Tf (kT,), (5.17)

Te
v2r keZ
ol on a utilisé la relation (5.2), ce qui est exactement I'évaluation de I'expression (5.16) par la méthode des rectangles.

Ainsi, le calcul de la transformée de Fourier d’'un signal & bande limitée pour les pulsations inférieures a w,/2 peut
étre fait exactement avec la méthode des rectangles avec une largeur T,.
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FIGURE 5.2 — Gauche : Signal f pair observé sur l'intervalle [—1/2,1/2], signal observé f,. et signal multiplié par
la fenétre de Hann (Eq. (5.19)). Droite : trarlsformées de Fourier (paires) des trois signaux présentés a gauche. On
remarque le signal artificiel a grand w pour f,, qui est réduit par l'utilisation de la fenétre de Hann.

5.2 Echantillonnage en temps fini

5.2.1 Observation d’un signal continu pendant un temps fini

Quand on observe un signal continu f pendant un temps fini 7, le spectre observé peut étre relié au spectre du
signal initial par la propriété suivante.

Transformée de Fourier d’un signal observé pendant un temps fini : Soit f un signal continu observé pendant
une durée 7; on note f.(t) = I1.(t)f(¢t) le signal observé. La transformée du signal observé est relié a la
transformée de f par

oo
folw)= x sinc(z[w—w’])f(w’)dw’. (5.18)
21 | 2
Démonstration : 11 suffit d’appliquer la relation (2.14) pour la transformée de Fourier d’un produit. ]

Comme le spectre du signal observé est obtenu a partir du spectre du signal par une convolution, 'observation
pendant une durée finie réduit la résolution sur le spectre. La « résolution » du spectre est donnée par la largeur du
signal cardinal qui intervient dans la convolution : 1/7.

Nous avons vu que I'échantillonnage d’'un signal avec une période T, (mais pendant un temps infini) donnait,
dans 'espace de Fourier, un spectre « périodisé » avec une période w. = 27/ T,. Ainsi, 'échantillonnage d’un signal
pendant un temps fini donne un spectre périodisé avec une résolution finie.

Bien s, si le signal est nul en dehors de la période d’observation, il n’est pas affecté par la durée finie de 'obser-
vation.

Si f ne s’annule pas en %7, le signal observé f(t) x II(t/7) est discontinu en 7. Cela modifie son spectre a
grande pulsation (c’est lié au phénoméne de Gibbs), comme illustré en Fig. 5.2 ; la modification vient de la convolution
en Eq. (5.18), car le sinus cardinal décroit lentement a grande pulsation. Pour réduire ce signal parasite, on peut
multiplier le signal f par une fenétre d’apodisation h variant moins brutalement que la fonction porte. Un exemple
simple est la fenétre de Hann,
1+ cos(2mt)

h(t) = 5 ;

(5.19)

il est illustré en Fig. 5.2.

Le cas d’'une fonction périodique observée pendant une durée finie est illustré en Fig. 5.3.

5.2.2 Transformée de Fourier Discréte (TFD)

5.2.2.1 Définition
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FIGURE 5.3 — Gauche : signal périodique observé pendant une durée finie et sa multiplication par la fenétre de Hann.
Droite : transformées de Fourier des signaux de gauche.

Transformée de Fourier discrete : La transformée de Fourier discréte de la suite finie ( fj)o <jen—1 Ot la suite
(fk)OSkSN—l donnée par
N-1
f 1 Zf 2igjk (5 20)
K= —— e N . .
vN 5

La transformée de Fourier inverse de la suite ( fk) est la suite ( f]) donnée par

0<k<N-1 0<j<N-1

1 =l - Zka
fi= 0= Zf (5.21)

Démonstration : La démonstration se fait comme pour la transformée de Fourier continue, mais elle est plus facile
car il ne s’agit que de sommes finies :

i zmk 1 pm , zmk 2|er
Z =N DS w (5.22)

k=0 \j'=0
N-1 N—-1 p——
in(i— j
=>f ( e ) (5.23)
j’=0 =0
N-1
= f]/ 61"1'/ (5.24)
=0
= f, (5.25)

5.2.2.2 Transformation de Fourier Rapide (« FFT »)

Le calcul de la transformée de Fourier discrete (TFD) d’un signal de N points avec I'expression (5.20) prend un
temps de calcul proportionnel & N2 : le calcul de chacun des N points de la transformée de Fourier implique une
somme de N termes. Néanmoins, il existe plusieurs algorithmes qui permettent de réduire considérablement le temps
de calcul, qui devient proportionnel a N log(N), comme l’algorithme de Cooley-Tukey qui est présenté briévement ci-
dessous. Ce sont les algorithmes de transformation de Fourier rapide, ou « Fast Fourier Transform » (FFT) en anglais.
Comme ils sont toujours utilisés pour calculer des transformées de Fourier discrétes, on appelle souvent « FFT »
celles-ci.

Nous décrivons brievement ici I'algorithme de Cooley-Tukey, qui nécessite que le nombre de points N soit une
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puissance de 2. L'idée principale consiste a séparer les termes d’indices pairs et impairs dans la définition (5.20) :

(N/2)-1 ik /21 2inik
~ ATT). 2ink 1T
‘/ka — E fzje—(zv/z) 4+e W E f2j+1e_ PR (5.26)
j=0 j=0

On reconnait dans le membre de droite deux transformées de Fourier discretes de suites de N /2 points : les suites
des termes d’indices pairs, (fjp) = (f2j)o<j<n/2- €t impairs, (fjl) = (f2j41)o<j<n/2
~ _ Np 72177[k ~e
Vafi=fi+e W fL (5.27)

Lindice k varie entre 0 et N — 1; or les transformées de Fourier qui apparaissent a droite sont N /2-périodiques,

~ ~ ~. P _ 2in(k+N/2) _ 2ink L.
fkarN/2 =fkp, et fl<1+N/2 = f.-Deplus,e” ¥  =—e ~ ;ainsi, pour tout k € [0O,N/2—1],

V2f =P e T (5.28)
‘/Efk+N/2 kap—e_z%kf;:- (5.29)

Ainsi pour calculer la TFD d’une suite de N points, il faut calculer la TFD de deux suites de N /2 points puis effectuer
N opérations. En notant 7 (N) le temps de calcul nécessaire, on peut donc écrire Z(N) =27 (N /2)+N, ce qui donne
par récurrence 7 (N) ~ N log(N).

5.2.3 Signal échantillonné fini et transformée de Fourier

Signal échantillonné fini : Soit f un signal continu; pour une période d’échantillonnage T, et une durée
d’échantillonnage v = N T, on lui associe le signal échantillonné

N—-1
folt) =D F(KT)S(t —KT). (5.30)
k=0

Remarque : Comme f(x)6(x—y) = f(y)6(x—y), f(kT.)o(t —kT.) = f(t)o(t —kT.).

Transformée de Fourier du signal échantillonné fini : Soit f, un signal échantillonné de période T, et de durée
T = NT,; Iéchantillonnage de sa transformée de Fourier de période 27t/ est proportionnel a la transformée

de Fourier discrete de la suite de points ( fi=f0 Te))0 <ieN-1"

Démonstration : La transformée de Fourier du signal échantillonné fini est donnée par
1 oo =
fu(w) = — (e @tdt = —= > f(kT.)e ke, (5.31)
fler=7=| 1 m;f .

Cette transformée de Fourier est périodique, de période w, = 27/T.. Echantillonnons-la sur cette période avec un
pas 27/7T = w,/N :

(192 2 LN pr e
fe( - )— me(kTe)e . (5.32)

k=0

On retrouve la transformée de Fourier discréte de la suite ( fi=fG Te))0 <jeN-1’ a une constante 4/ N /(27) prés. [

5.2.4 Transformée en Z

On mentionne simplement ici la transformée en Z, qui est 'analogue discret de la transformée de Laplace, comme
la TFD est ’'analogue discret de la transformée de Fourier. La transformée en z associe a une suite (u,, ),z la fonction

UG) = 2[ulz)= > uz™" (5.33)

nez

Elle vérifie le méme type de propriétés que les transformées de Fourier et de Laplace.
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FIGURE 5.4 - Signal gaussien et sa TFD pour différentes valeurs de la période d’échantillonnage T, et du temps
d’observation 7. En violet, la TDF pour de bonnes valeurs des parametres.

5.3 Estimation d’une TF a l’aide d’'une TFD

5.3.1 Conditions pour une estimation correcte

Tout calcul de spectre réalisé numériquement consiste non pas en un calcul de transformée de Fourier au sens de
la TF d’une fonction, mais en un calcul de transformée de Fourier discrete, effectué sur un échantillonnage de durée
finie du signal continu (ou analogique) dont on cherche a estimer le spectre. Dans le paragraphe précédent, nous
avons vu que l'on obtenait un échantillonnage fréquentiel d’'un spectre qui n’est pas celui du signal, mais celui de sa
version échantillonnée a durée finie. Sous quelles conditions ces deux spectres sont-ils semblables ?

— Une premiere condition est donnée par le critére d’échantillonnage de Shannon : il faut que le signal soit a
bande limitée a Q, et que la période d’échantillonnage vérifie T, < 7t/. Si cette condition n’est pas vérifiée,
le spectre estimé différe du spectre exact a cause du phénomene de repliement de spectre.

— Une seconde condition est que la durée d’acquisition 7 doit étre suffisamment grande pour que la résolution
du spectre, d’ordre 1/7, soit plus faible que le plus petit intervalle de fréquences sur lequel le spectre exact
présente des variations significatives. Cette condition est automatiquement satisfaite si le signal est a durée
finie, inférieure a 7.

Malheureusement, les deux conditions données ci-dessus sont incompatibles : si le signal est a bande limitée, on
peut montrer qu’il est nécessairement illimité dans le temps. Réciproquement, si le signal est a durée finie, il ne peut
alors étre a bande limitée. On ne peut donc jamais déterminer de facon exacte un spectre, mais il n’y a en revanche
aucune limite théorique a la précision de I'estimation : il suffit d’échantillonner suffisamment rapidement, et pendant
un temps suffisamment long, pour avoir une estimation aussi précise que voulue.

Expérimentalement, d’autres facteurs limitent la précision de I'estimation d’un spectre, comme le bruit, la quanti-
fication des mesures, la résolution temporelle, etc. Le meilleur échantillonnage temporel qui soit (en terme de période
T, et de durée d’acquisition 7) est tel que I'erreur d’estimation sur le spectre exact soit limité par les autres facteurs.
La prédiction des valeurs optimales de T, et T en fonction de ces facteurs est possible, mais sort du cadre de ce cours.

5.3.2 Exemples

Des exemples de TFD calculées avec de mauvais parametres sont donnés en Fig. 5.4 pour un signal gaussien,
f(t) = exp(—t2/2), et en Fig. 5.5 pour un signal quasi-périodique, f(t) = cos(t) exp(—t2/800).
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FIGURE 5.5 — Signal quasi-périodique et sa TFD pour différentes valeurs de la période d’échantillonnage T, et du
temps d’observation 7. En violet, la TFD pour de bonnes valeurs des parametres.
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Chapitre 6

Signaux aléatoires

Comme dans les chapitres précédents, les signaux dont il est question peuvent dépendre des variables temporelles
et spatiales. Pour simplifier les notations, le temps est inclus dans la variable d’espace r.

6.1 Définition

Espace fondamental, probabilité : On note 2 I'espace fondamental contenant toutes les réalisations possibles
d’une expérience. On note du(s) la mesure de probabilité sur Q2 et P[E] la probabilité d’'un événement E C Q.

Remarque : On pourra se référer au cours de Méthodes Mathématiques de 2™ année pour la définition précise de
I'espace fondamental.

Signal aléatoire (ou bruit) : Un signal aléatoire u est une fonction qui a une réalisation s €  associe le signal
u(t,s).

Remarque : On ne considére que des signaux a valeurs réelles. Les notions vues dans ce contexte se généralisent aux
cas des signaux a valeurs complexes.

Moyenne d’ensemble : La moyenne d’ensemble d’un signal aléatoire u(t,s) est I'espérance de sa valeur au
point t au sens probabiliste, c’est a dire la moyenne sur les réalisations :

E[u(t)]zJ u(t,s)du(s). (6.1)
Q

Moyenne temporelle : La moyenne temporelle d’un signal aléatoire u(t,s) est la moyenne sur le temps pour
une réalisation donnée :

(u(t,s)) = %J u(t,s)dt, (6.2)

ou T est le temps d’observation.

Des exemples de réalisation d’'un signal aléatoire sont données en Fig. 6.1.

6.2 Description statistique

Fonction de répartition d’ordre n : Pour un signal aléatoire u et un entier strictement positif n, la fonction de

53
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FIGURE 6.1 — Trois réalisations d’un signal aléatoire.

répartition d’ordre n est la fonction de 2n variables donnée par
Fu,n(uh s Upity, e, tn) = P[u(tl) < Uy n---N u(tn) < un]' (63)

On en déduit la densité de probabilité

an

mﬂw(ul,...,un; tl,...,tn). (6.4)

Pun(Uy, .. tysty, o t,) =

Remarque : La fonction de répartition peut aussi s’écrire comme une espérance en utilisant la fonction de Heaviside
0:

Fun(tiy, .oy tns by, ..., 6,) =E {]_[ 0(u; — u(ti))i| . (6.5)
i=1

Au premier ordre, on en déduit :

— la moyenne m(t) = E[u(t)],

— la puissance P,(t) = E[u(t)?], la variance v(t) = P,(t) —m(t)?, et le niveau de bruit o (t) = /v(t),
— le moment d’ordre k, E[u(t)¥], et le moment centré d’ordre k par E [ (u(t) —m(t))<].

Auto-corrélation d’un signal, puissance : Soit u un signal aléatoire de moyenne m(t); on définit son auto-
corrélation T}, et sa covariance C, par

L, (t1, t5) = E[u(ty)u(t,y)], (6.6)
Cy(ty, t5) = E[(u(ty) —m(ty))(u(ty) —m(ty))]. 6.7)

La puissance du signal est P, (t) = T, (¢, t).

Plus généralement, on peut introduire la fonction de corrélation a n-points, E[u(t;) x - -+ x u(t,)].

Corrélation de deux signaux : Soient u et v deux signaux aléatoires, de moyennes m,(t) et m,(t); on définit
leur corrélation T}, , et leur covariance C,, par

1—‘u,v(tl’ tz) = E[u(tl)v(tz)]: (6.8)
Cuy(ty, t5) = E[(u(ty) —m,(t1))(v(t2) —m, (£2))]. (6.9)
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Les deux signaux sont dits décorrélés si leur covariance est nulle, C,,, = 0.

Remarques :
— Pour des signaux u et v décorrélés, T, ,(t,t,) = m,(t,)m,(t,); pour des signaux a moyennes non nulles, la
corrélation est donc non nulle.
— Deux signaux décorrélés ne sont pas nécessairement indépendants.

6.3 Invariance et ergodicité

Invariance : Un signal aléatoire u est invariant si pour tout entier n > 1 sa fonction de répartition d’ordre n est
invariante par translation globale : pour tout temps t,

Fun(uy, ... upsty +tg, .ty +tg) =F,p(uy, ..., uy5t,...,t). (6.10)

Remarques :

— En posant t, = —t,, on voit que la fonction de répartition d’ordre n ne dépend que de n — 1 temps. En
particulier, la moyenne m est constante et la corrélation ne dépend que de la différence des temps, on notera
alors T;,(tq, ty) =T, (t; —t5). On se sert de ces propriétés pour définir 'invariance faible.

— La puissance d’un signal aléatoire invariant u est P, = I,(0).

Invariance faible : Un signal aléatoire u est invariant au sens faible si sa moyenne est constante et si sa corré-
lation ne dépend que de la différence des temps.

Remarque : En pratique, I'invariance faible est tres souvent suffisante pour caractériser et manipuler simplement des
processus aléatoires.

La corrélation T}, d’un signal stationnaire au sens faible u vérifie
L(t)=TL,(=0), (6.11)
L, (t) < T,(0). (6.12)

Démonstration : La premiére égalité s’obtient simplement & partir de la définition :
L, (¢) = E[u(t)u(0)] = E[u(0)u(t)] = T, (—t). (6.13)
La seconde s’obtient en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

L, (t) = E[u(t)u(0)] < v/ E[u(t)?]E[u(0)2] = T,(0). (6.14)
(]

Invariance faible conjointe : Deux signaux aléatoires invariants au sens faible u et v sont conjointement inva-
riants au sens faible si leur corrélation ne dépend que de la différence des temps.

Remarque : De la méme maniére que pour un seul signal, on montre que la corrélation I}, , de deux signaux conjoin-
tement invariants u et v vérifie T, ,(t) < 4/I,(0)T;,(0).

Ergodicité : Un signal aléatoire invariant u est ergodique si pour tout n, la fonction de répartition d’ordre n est
égale a la moyenne temporelle

Fu,n(ub oo "un; tl: CREEY tn) = <l_[9(ul _u(ti + t))>’ (615)
i=1

ol la moyenne temporelle porte sur la variable t.
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Remarque : Les deux membres de '’équation (6.15) ne dépendent que de n—1 temps :
— pour le membre de gauche, cela vient de 'hypothese d’invariance,
— pour le membre de droite, cela vient de la définition de la moyenne temporelle.

Pour un processus ergodique, les moyennes d’ensemble et temporelles sont égales. Par exemple, la fonction de

corrélation peut étre mesurée avec
T

L,(t)= Tlingo%f u(t + tu(t))dt’, (6.16)
0

ol T est le temps d’observation.



Chapitre 7

Propriétés spectrales des signaux aléatoires

7.1 Densité spectrale de puissance d’un signal déterministe

Pour un signal f d’énergie finie (voir Eq. (4.17), I'énergie peut aussi étre calculée a partir de sa transformée de
Fourier avec la relation de Parseval-Plancherel (Eq. 4.5) :

E; =Jf(t)2dt=J )f(w)|2dw. (7.1)

Densité spectrale d’énergie : Soit f un signal d’énergie finie, de transformée de Fourier f ; sa densité spectrale
[ . (i ~ 2
d’énergie est définie par &;(w) = |f(co)| .

Cependant, il existe de nombreux signaux qui ne sont pas d’énergie finie et qui n’admettent pas de transformée
de Fourier au sens des fonctions, auxquels on ne peut donc pas associer une densité spectrale d’énergie. C’est le cas
du signal f(t) = 2cos(wyt). Sa transformée de Fourier est la distribution f(w)=v2n[6(w— wo)+6(w+ wy)]. Le
carré de la distribution de Dirac n’est pas défini, on ne peut donc pas associer une densité d’énergie au signal f.

Puissance d’un signal : La puissance d’un signal f, si elle existe, est définie par

T
P =(f(t)*) = Jim. %f f(£)dt. (7.2)
0

Densité spectrale de puissance : La densité spectrale de puissance d'un signal f de puissance finie est donnée
par

T 2
. 1 —iwt
Y (w) = Tlggo JonT L f(t)e™tdt (7.3)

Pour un signal f de puissance finie Py, la densité spectrale de puissance ¥;(w) est liée a la puissance par

1 (o)
Pf = E J_oo Sﬁf(w)dw (74)

Démonstration : On peut développer la définition de la densité spectrale de puissance (Eq. (7.3)) :

T
. ]- I\ Aiw(t'— /
%f(o)) = Tll)ngo ﬁfe FOf(t)e (=0dedt’. (7.5)

57



58 CHAPITRE 7. PROPRIETES SPECTRALES DES SIGNAUX ALEATOIRES

En intégrant par rapport a w et en intervertissant (sans sourciller) la limite et I'intégrale, puis en utilisant f elo(t—t) —

215(t —t’), on trouve la relation cherchée. O

Reprenons I'exemple du signal f(t) = 2cos(wyt). Sa puissance est P, = 2. Calculons sa densité spectrale de
puissance pour la pulsation w :

T 2
1 .
9 (w) = lim 2. cos(wot)e @ dt (7.6)
f T—oo ‘/27-5'1‘ L 0
Il faut donc calculer l'intégrale suivante :
T T
f 2cos(wyt)e @tdt = J [ei(“’r“))t + e*i("’oﬂ’)t] de. (7.7)
0 0
Pour simplifier, remplacons l'intervalle [0, T] par [—T/2,T /2] :
T/2
. Tewo— T[ew, +
2cos(wyt)e@idt =T |:sinc (M) + sinc (M)} s (7.8)
—-T/2 2 2

Ainsi,

N =

2
T[wy— w])? Tlwy + w])?
= Tsinc(w) +Tsinc(w)

+2T sinc( T[cooz— «] ) sinc ( T[w02+ «] ) . (7.9

T/2
f 2cos(wt)e @tdt
-T/2

En prenant la limite T — o0 au sens des distributions, on obtient
Y (w) = vV2m[6(w—wy) +6(w + wy)]. (7.10)

Ce résultat est cohérent avec la puissance Py =2et la relation (7.4).

7.2 Densité spectrale de puissance d’un signal aléatoire stationnaire

On considére un signal aléatoire invariant. Une réalisation d’un tel signal n’est en général pas d’énergie finie, il
faut donc utiliser la densité de puissance. La définition de la densité spectrale de puissance est définie comme pour
un signal déterministe, mais en prenant ’espérance sur les réalisations du résultat obtenu.

Densité spectrale de puissance d’un signal aléatoire : Soit u un signal aléatoire invariant, on définit alors sa
densité spectrale de puissance par
T
f u(t)e ™tde
0

Comme elle fait intervenir ’'espérance sur les réalisations, la densité spectrale de puissance ne peut a priori pas
étre calculée a partir d’'une seule réalisation du signal.

2

4, (w) = lim

1
E
T—oo ‘/27-5’1"

(7.11)

Théoreme de Wiener-Khinchin : Soit u un signal aléatoire invariant. Sa densité spectrale de puissance est la
transformée de Fourier de sa corrélation :
9, =T, (7.12)
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Démonstration : Calculons I'espérance qui intervient dans la densité spectrale de puissance de u :

2

T
E f u(t)e@tdt| | =E U u(t)u(t’)e_i‘”(t_f/)dtdt’} (7.13)
0
= f E[u(t)u(t)]e = dedt’ (7.14)
= f T,(t—t)e = drdt’ (7.15)
= f L(t")e " dtde” (7.16)
o V2rTE (w). (7.17)

Nous avons interverti 'espérance et I'intégrale, puis utilisé I'invariance du signal pour écrire sa corrélation comme
fonction de la différence des temps t et t’. O

Ce théoreme permet de calculer la densité spectrale de puissance a partir de la corrélation, qui est la quantité
que 'on mesure directement en pratique. De plus, si le signal est ergodique, la corrélation peut-étre obtenue a partir
d’une moyenne spatiale sur une seule réalisation.

La puissance moyenne d’un signal aléatoire invariant u est donnée par
P, = E[u(0)*] =T,(0). (7.18)

D’apreés le théoreme de Wiener-Khinchin, la puissance moyenne peut-étre déduite de la densité spectrale de puissance
par

P, =T,(0) = ‘/% J G,(w)dw. (7.19)

Densité spectrale croisée de signaux aléatoires : Soient u et v des signaux aléatoires conjointement invariants
au sens faible. On définit leur densité spectrale croisée par

1 T T
E (J u(t)e_i”tdt) (f v(t)ei‘*’fdt) . (7.20)
T 0 0

Théoreme de Wiener-Khinchin pour la densité spectrale croisée : Soient u et v des signaux aléatoires conjoin-
tement invariants au sens faible ; leur densité spectrale croisée est la transformée de Fourier de leur corrélation,

., 0) = lim

Gy =Ty (7.21)

Démonstration : Comme pour le cas a un seul signal. O

7.3 Filtrage linéaire d’un signal aléatoire

On considere dans cette section le filtrage de signaux aléatoire par un systeme linéaire de réponse impulsionnelle
h. Pour un signal aléatoire d’entrée u, le signal de sortie est donc uj, = h * u.

Par linéarité, 'espérance du signal de sortie est :

Elu,(r)] =E[hxu(r)] = h*E[u(r)]. (7.22)
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Soient u et v deux signaux conjointement invariants au sens faible, et un filtre linéaire de réponse impulsionnelle
h. Les densités spectrales apres filtrage sont déduites de celles des signaux d’entrée par
gh*u =

r|hl* 9, (7.23)

2
Gty = 270 || G, (7.24)

Démonstration : Considérons seulement le cas a deux signaux. La corrélation T, ,, des signaux de sortie peut étre
exprimée a partir de celle des signaux d’entrée :

Fh*u,h*v(t’ t/) = E[h*u(t)h*v(t’)] (725)

= f h(t —t")h(t" —t")L, ,(¢7, t")de"dt". (7.26)

Par linvariance, T, ,(t”,t") =T, ,(t” —t""). En introduisant h~(t) = h(—t) et la variable s = t” —t”/, on a

D (8, 6) = f h(t —t")h™(t" —t' =)L, (s)dt"ds (7.27)
= f h(t —t")h™ =T, (" —t)dt” (7.28)
=hxh™ «T,,(t—t'). (7.29)

Avec I’égalité sur la moyenne, celle-ci montre que l'invariance conjointe de deux signaux aléatoires est préservée par
le filtrage linéaire. On peut donc écrire
Fh*u,h*v =hxh % Fu,v. (730)

La densité spectrale croisée des signaux filtrés est obtenue avec le théoreme de Wiener-Khinchin (Eq. (7.21)) :
Grwrry = Doy = FLhxh™ %L, ]=2nh xh~ x 4, ,,. (7.31)

On montre facilement que A~ = f, d’ott 'on déduit le résultat recherché. |

La densité spectrale de puissance est filtrée par le carré de la fonction de transfert (appelé « fonction de transfert
en puissance »). En conséquence, si 'on ne peut pas raisonner sur les transformées de Fourier de signaux aléatoires,
on peut raisonner comme pour les signaux déterministes sur leur densité spectrale de puissance.



Chapitre 8

Exemples

8.1 Bruit blanc

Bruit blanc : Un bruit blanc est un signal aléatoire de moyenne nulle et de densité spectrale de puissance
constante.

Remarques :
— D’apreés le théoréme de Wiener-Khinchin, la corrélation d’un bruit blanc u est

()= v2rn%5(t) :

un bruit blanc est un signal totalement décorrélé temporellement.
— La puissance moyenne d’un bruit blanc u est

P, =T,(0)= \/%J‘ Y (w)dw = ‘/%J 4,dw = oo. (8.1)

Le bruit blanc correspond donc a un modele théorique limite qui ne peut exister en pratique

— En pratique, on parle de bruit blanc si la densité spectrale de puissance est constante pour le domaine de
pulsations considéré Q. Dans ce cas, la puissance du bruit est donnée par P, = |Q|%,/+/27. Le niveau de bruit
dépend alors de la bande passante et il est caractérisé par /%,, qui s'exprime en l'unité du signal multipliée
par la racine d’'un temps.

— Le bruit blanc est souvent d’origine thermique.

8.2 Bruit rose

Bruit rose : Un bruit rose est un signal aléatoire de moyenne nulle et de densité spectrale de puissance ¥,(w) ~
1/w.

Remarques :
— On parle aussi de bruit rose pour une densité spectrale de puissance de la forme w™°.
— Le bruit rose peut venir du désordre dans les composants électroniques.

8.3 Détection synchrone

On souhaite envoyer une « information » V € R a travers un canal bruité; le bruit u(t) est caractérisé par sa
densité spectrale de puissance ¥,(w). On cherche la méthode de transport et de détection qui maximise le rapport
signal sur bruit.
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8.3.1 Mesure a temps fixé

La premiere méthode consiste a envoyer le signal f(t) =V, et a mesurer le signal g(t) = f(t) +u(t) =V +u(t)
a un temps t donné. Le rapport signal sur bruit vaut alors

o A 4
VE[u(t?]  VT,00)

Cette méthode de détection ne permet pas de modifier ce rapport.

(8.2)

8.3.2 Intégration temporelle

La deuxieme méthode consiste a envoyer le méme signal f (t) = V, mais cette fois a mesurer le signal recu intégré
dans le temps

1 (" 1 ("
M= ?fo g(t)ydt =V + ?L u(t)dt. (8.3)

Estimons la variance du bruit sur le signal recu :

1 (" ’ 2
El{=] umde]| | ~Zg,0), (8.4)
T J, T
d’apres la définition de la densité spectrale de puissance, Eq. (7.11). Le rapport signal sur bruit est donc
VVT
P=—FT (8.5)

V219, (0)

Le rapport signal sur bruit dépend maintenant du temps d’observation : il suffit d’attendre assez longtemps pour
atteindre la précision voulue.

8.3.3 Détection synchrone

La troisieme méthode consiste a envoyer un signal modulé a la pulsation w : f(t) =V cos(wt). On mesure alors

T

2 (" av (1 2
M=Z= cos(wt)g(t)dt = =— | cos(wt)*dt+= | cos(wt)u(t)dt. (8.6)
T )o T Jo T Jo
La composante de « signal » est donnée par
av (1
— f cos(wt)?dt =V [1+sinc(RQwT)] ~ V. (8.7)
T J, wT>1

Il reste a évaluer la variance de la composante de bruit :

9 T 2 1 T T 2
E —J cos(wt)u(t)dt =—E J ei“’tu(t)dt+f e @ty(t)dt (8.8)
(T 0 TZ 0 0

T
J elty(t)dt
0

2 2

1 T 2 T
:EE (J:) ei‘”tu(t)dt) +(L e_i”tu(t)dt) +2

(8.9
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Le deuxiéme terme est le complexe conjugué du premier ; évaluons le premier terme :

T 2
E U ei“’tu(t)dt) = f e HOE[u(t)u()]dedt’ (8.10)
0
= f e2et'T (¢")dt" dt"” (8.11)
~ TelT sinc(2wT) x vV21%9,(0). (8.12)

On a effectué le changement de variables t” = (t + t')/2, t"” = t — t’, de jacobien 1, et on a approximé le do-
maine d’intégration par [0, T]x]— 0o, co[ a la derniére ligne. Le point important est que ce terme est d’ordre 1 (il
n‘augmente pas avec T). Le dernier terme donne

T
f el“ty(t)dt
0

Ce terme augmente linéairement avec T, il domine donc le terme précédent.

2

E = V2nT 9, (w). (8.13)

wT>1

Ainsi

2V2m

T 2
E (%JU cos(a)t)u(t)dt) ~ 4, (w), (8.14)

et le rapport signal sur bruit vaut

VT
V2V2r9,(w)

On obtient la méme dépendance en T qu’avec la mesure par intégration : en attendant plus longtemps, la mesure
devient plus précise. La différence est que c’est maintenant la densité spectrale de puissance a la pulsation w qui
intervient. Cette méthode est meilleure car en général ¥,(w) < %,(0); C’est par exemple le cas en présence de bruit
rose.

(8.15)

8.3.4 Envoi d’un signal V(t)

Si Iinformation a envoyer n’est plus un nombre mais un signal V(t), on envoie cette fois V(t)cos(wt). Pour la
mesure, l'intégration temporelle est remplacé par un filtre passe-bas.

8.4 Somme de signaux aléatoires, interférences

Considérons la somme de deux signaux aléatoires invariants u et v de moyennes nulles : w = u+ v. La puissance
moyenne du signal vaut
P, =T,(0) = E[(u(0) + v(0))*] = P, + P, + 2T, (0). (8.16)

Si les deux signaux sont indépendants, T, ,(0) = O (car ils sont de moyenne nulle), et le niveau de bruit vaut
0, = 4/02+02. De la méme manicre la somme w de N signaux indépendants de niveau de bruit o; est donnée par

oy =VNoj. (8.17)

Considérons maintenant la somme d’un signal avec sa copie translatée de t, : w(t) = u(t)+u(t—t,). La puissance
est donnée par

(8.18)

P, = 2T,(0) [1 + Lu(to) ]

r,(0)

Il s’agit du phénomene d’interférence que 'on rencontre en optique.
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Cette équation montre que la mesure de l'intensité (i.e., la puissance) en fonction du retard entre les deux fais-
ceaux permet d’accéder au travers du terme d’interférence a la corrélation normalisée. Par le théoréme de Wiener-
Khinchin, on peut en déduire la densité spectrale de puissance du signal u(t). C’est le principe de la spectroscopie
optique par transformée de Fourier.
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