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EXAMEN DE PHYSIQUE QUANTIQUE 
 

PARTIE A 
 
Traiter un exercice au choix 
Aucun document n’est autorisé 
Temps alloué : 1H 
-------------------------------------------- 
 

EXERCICE 1 : PARTICULE  FERROMAGNETIQUE 
 

 On considère un système (une petite particule ferromagnétique par exemple) décrit par 
l’Hamiltonien effectif  

! ! !H aJ b Jz z0
2= +

"
 

où a b et  sont deux constantes positives ou nulles ayant les dimensions d’une pulsation. Le 
système à trois états possibles correspondant au moment cinétique j = 1 et formant une base 
+ !1 0 1, ,m r constituée des trois vecteurs propres de , tels que !J m m mz = "  avec 
m = ±0 1, . 
 

1. Expliciter chaque terme de l’Hamiltonien. Quels sont les niveaux d’énergie du système et 

pour quelle valeur du rapport a
b

 y a-t-il dégénérescence du niveau fondamental ? 
 

2. On considère le moment magnétique  associé au 
moment cinétique , et γ le rapport gyromagnétique 
correspondant. On applique un faible champ statique 

( )0 0 0B B a! "= # <<
! !

 dans une direction ( ),u ! "
! . 

Exprimer, en fonction des composantes de J
!

 et des 
angles , l’énergie d’interaction  du moment 
magnétique  avec 0B

!
. Ecrire la matrice 

représentant  dans la base des trois états propres 
de . 

 
 

 

3. On suppose que b a=  et que la direction u!  est parallèle à Ox . Calculer les énergies à 
l’ordre 1 et les états propres à l’ordre 0 en! 0 . 

 
 

4. On suppose que b a= 2  et que la direction u!  est quelconque. Calculer dans la base 
+ !1 0 1, ,m r, le développement de l’état fondamental !0  de ! !H W0 +  au premier ordre 

en ! 0 . 
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5. Calculer la valeur moyenne !M  du moment magnétique dans l’état !0  et les éléments 

du tenseur de susceptibilité ! , défini par [ ] 0M̂ B!=
!

 . 

 
Rappel : on pourra introduire les opérateurs 

! 

+
ˆ J =

x
ˆ J + i

y
ˆ J  et 

! 

+
ˆ J =

x
ˆ J " i

y
ˆ J  

 
 
 
 

EXERCICE 2 : 
 

EVOLUTION TEMPORELLE D’UN SYSTEME A DEUX NIVEAUX 
 

 On considère un système à deux niveaux de Hamiltonien Ĥ représenté dans la base 

{ }
1 0

, , ,
0 1

! "! " ! "
+ # + = # =$ %$ % $ %

& ' & '& '
 par la matrice : 

( )ˆ A B
H

B A
! "

= # $%& '
!  

Les valeurs propres et vecteurs propres de Ĥ sont : 
2 2

2 2

cos sin
2 2

sin cos
2 2

E A B

E A B

! !
"

! !
"

+ +

# #

$ = + = + + #%%
&
% = # + = # + + #
%'

!

!
 

Avec :      
2 2 2 2

cos sin tan
A B B

AA B A B
! ! != = =

+ +
 

 
1- Le vecteur d’état ( )t! au temps t peut se décomposer sur la base{ },+ !  

( ) ( ) ( )t c t c t! + "= + + "  
Ecrire le système d’équations différentielles couplées auquel obéissent les composantes 
( ) ( ) et c t c t+ ! . 

En déduire que ( )c t+ (de même que ( )c t! )vérifie l’équation différentielle 

( ) ( )
2

0
2

c t c t+ +

!" #+ =$ %
& '

!!  

Avec 2 22 A B! = +  : !! est la différence d’énergie entre les deux niveaux. 
2- On décompose ( )0t! = sur la base{ },! !+ "  

( ) ( ) 2 20 0 1t! ! " # µ # " µ+ $= = = + + =  

Montrer que ( ) ( )c t t!+ = + s’écrit 

( ) 2 2cos sin
2 2

t ti i
c t e e! !

" µ
# #

$

+ = $  
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3- On suppose que ( )0 0c+ = . En déduire  et ! µ à une phase près ainsi que ( )c t+ . 

Montrer que la probabilité de trouver le système au temps t dans l’état + est 

( )
2

2 2 2
2 2sin sin sin

2 2
t B tp t

A B
!+

" "# $ # $= =% & % &+' ( ' (
 

4- Montrer que si ( )0 1c t+ = = , alors 

( ) cos cos sin
2 2
t tc t i !+

" "# $ # $= %& ' & '
( ) ( )

 

En déduire ( ) ( ) et p t p t+ ! et vérifier la compatibilité du résultat avec celui de la question 
précédente. 

 

 
 

EXAMEN DE PHYSIQUE QUANTIQUE 
 

PARTIE B 
Traiter un problème au choix 
Documents autorisés (sauf livres) 
Temps alloué : 2H 
-------------------------------------------- 

•PROBLEME 1: LE DOUBLE PUITS SYMETRIQUE : 
 
Attention : les questions 3.5 et  suivantes sont facultatives. Elles donneront lieu à un bonus. 
 

DE L’EFFET TUNNEL A « L’INTERACTION D’ECHANGE » 
 
Référence bibliographique : S. Trotsky et al. Science 319, 295 (2008) 
 
 Le magnétisme est un phénomène physique qui joue un rôle essentiel dans la 
technologie d’aujourd’hui : mémoires d’ordinateurs, enregistrement sur bandes etc. On 
modélise souvent le phénomène à la base du magnétisme macroscopique par une interaction 
effective entre moments magnétiques individuels de type .i j!µ µ

! ! . Le but du problème est 
d’élucider l’origine physique de cette interaction effective dans le cas dit du « super-
échange ». Plus précisément, on va montrer comment une interaction locale et indépendante 
du spin peut donner naissance, grâce au principe de Pauli, à une interaction effective à 
longue portée et dépendante du spin. 
 
 On considère ici le mouvement d’une ou deux particules dans le double puits 
symétrique représenté sur la figure 1. On note respectivement  et g d les états 
fondamentaux dans les puits gauche et droit lorsque l’effet tunnel à travers la barrière centrale 
est négligeable, et on pose par convention que leur énergie est nulle : 0g dE E= =  Dans tout 
ce problème, on supposera que l’effet tunnel est suffisamment faible pour que les seuls états 
orbitaux pertinents soient des combinaisons linéaires de  et g d . On introduira notamment 
les états symétrique et antisymétrique : 
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( ) ( )1 1
2 2

s g d a g d= + = !      ( )1  

Le couplage t̂unV correspondant à l’effet tunnel s’écrit dans l base orthonormée{ },g d sous la 
forme : 

ˆ ˆ
tun tunV g J d V d J g= ! = !    ( )2  

où J est un nombre réel positif, que l’on peut faire varier expérimentalement en ajustant la 
hauteur 0V de la barrière. 
On ne cherchera pas à calculer les fonctions d’onde associées aux états  et g d . 

 
Figure 1 : Le double puits symétrique 

 
1. Le cas d’une particule unique 
 

1.1. Quelles sont les énergies propres de l’Hamiltonien ˆ t̂unH V= en présence d’effet tunnel ? 
 

1.2. Préciser l’expression des états propres correspondants dans la base{ },g d . Pouvait-on 
prévoir leur parité compte tenu de la symétrie du problème ? 
 
1.3. Expérience de « temps de vol ». 
 
La particule est préparée initialement dans l’état fondamental de l’Hamiltonien. On coupe 
soudainement le potentiel du double puits, on laisse la fonction d’onde de cette particule 
s’étaler le long de l’axe x , puis on effectue une mesure de sa position. On répète un grand 
nombre de fois cette expérience et on trace la distribution de probabilité des résultats (figure 
2). Commenter cette distribution en faisant éventuellement référence à un autre phénomène 
physique bien connu. 
 
1.4. Indiquer sans calcul la distribution spatiale qu’on obtiendrait dans une expérience de 
temps de vol similaire, mais en préparant chaque particule dans l’état g au moment de la 

coupure soudaine du potentiel. Même question pour l’état d . 
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Figure 2 : distribution de probabilité après temps de vol pour des particules 
initialement dans l’état s . 

 
2. Le cas de deux  particules de spin nul 
 On place deux particules identiques de spin nul dans le double puits. On cherche  
comment la prise en compte du principe de Pauli, combinée avec l’interaction entre particules, 
vient modifier les résultats obtenus précédemment. 
 
2.1. On numérote les particules1 et 2. Si les particules étaient discernables, l’espace des états 
serait de dimension 4, une base possible étant{ }, , ,G D M M+ !  : 

( )

( ) ( )

1: ;2 : 1: ;2 : 3
1 1: ;2 : 1: ;2 : 4
2

G g g D d d

M g d d g±

= =

= ±
 

Compte tenu du principe de Pauli, justifier brièvement pourquoi l’espace des états est de  
dimension 3 et admet comme base{ } { }, ,B G D M += . 
 
2.2. Les particules peuvent passer d’un puits à l’autre par effet tunnel. Le couplage 
correspondant s’écrit ( ) ( )1 2ˆ ˆ ˆ

tun tun tunV V V= + avec : 
( ) ( ) ( )1 1ˆ ˆ1: ;2 : 1: ;2 : 1: ;2 : 1: ;2 : 5tun tunV g i J d i V d i J g i= ! = !  
( ) ( ) ( )1 1ˆ ˆ1: ;2 : 1: ;2 : 1: ;2 : 1: ;2 : 5tun tunV g i J d i V d i J g i= ! = !  

,i g d= . Déterminer l’action de t̂unV sur chacun des trois vecteurs de la base{ }B . 
 
2.3. On suppose que ces particules interagissent entre elles quand elles occupent le même 
puits. En revanche, la distance entre le puits gauche et le puits droit est suffisamment grande 
pour que l’interaction entre une  particule à gauche et une particule à droite soit négligeable. 
Le couplage intV̂ lié à l’interaction s’écrit donc : 

( )
( )

int int

int int

ˆ ˆ1: ;2 : 1: ;2 : 1: ;2 : 1: ;2 : 6
ˆ ˆ1: ;2 : 1: ;2 : 0 7

V g g v g g V d d v d d

V g d V d g

= =

= =
 

où v est un nombre positif (interaction répulsive). On s’intéresse aux énergies propres et aux 
états propres de l’Hamiltonien int

ˆ ˆ ˆ
tunH V V= + . 
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(a) Montrer que l’état ( )1
2

N G D! = ! est état propre de Ĥ avec une valeur propre 

qu’on précisera. 

(b) On pose ( )1
2

N G D+ = + . Ecrire la matrice de Ĥ dans la base{ }, ,N N M! + + . 

(c) Déterminer les énergies propres de Ĥ et tracer leur variation avec v , pour une valeur 
de J fixée. 

 

2.4. On se place dans le cas de particules indépendantes( )0 .v =  

(a) Montrer que le résultat pour les valeurs propres de Ĥ est bien en accord avec les 
résultats obtenus dans la première partie. 

(b) Déterminer l’état fondamental et relier le résultat à l’état fondamental à une particule  
trouvé dans la première partie. Y a-t-il des corrélations entre les particules quand elles 
sont préparées dans cet état ? 

 
2.5. On se place dans le cas d’un effet tunnel faible : J v<<  

(a) Simplifier l’expression de ces énergies propres (on donnera le résultat à l’ordre 1 

en
2J
v

). 

(b) Montrer qu’on peut retrouver le résultat pour l’état fondamental en utilisant la théorie 
des perturbations à l’ordre 2. 

(c) Préciser la forme de l’état fondamental de Ĥ à l’ordre 0 en J
v

. Y a-t-il des corrélations 

entre les particules quand elles sont préparées dans cet état ? 

3. Le cas de deux particules de spin 1
2

 

 On s’intéresse maintenant au cas où les deux particules indiscernables placées dans le 

double puits ont pour spin 1
2

. Si les particules étaient discernables, l’espace des états aurait 

pour dimension 16 et une base possible de cet espace serait{ }1 21: ;2 :i j! ! avec ,  ou i j g d=  

et où 1 2,! != ± = ± désignent les orientations du spin de la particule 1 et de  la particule 2 le 
long d’un axe de quantification donné. 
 Le couplage par effet tunnel et l’interaction entre particules sont supposés 
indépendants du spin. Les expressions (5) et (7) restent donc valables, les variables de spin 
étant « spectatrices ». Par exemple : 

( )1ˆ 1: ;2 : 1: ;2 :tunV g g J d g+ + = ! + +  

3.1. Justifier que l’Hamiltonien int
ˆ ˆ ˆ

tunH V V= + commute avec l’opérateur spin total Ŝ
!

 

( 1 2
ˆ ˆ ˆS S S= +
! ! !

). En déduire qu’on peut chercher une base de vecteurs propres communs 

à 2ˆ ˆˆ , , zH S S . 
 

3.2. Rappeler la forme des états propres de 2ˆ ˆ, zS S et les valeurs propres associées. 
 
3.3. On s’intéresse au sous-espace propre 0S = . 

(a) Comment doit se comporter la partie orbitale du vecteur d’état par échange des deux 
particules ? 
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(b) En déduire qu’on peut utiliser sans modification les résultats de la section 2. Dans le 
cas J v<< , donner sans calcul une expression approchée des énergies propres et des 
états propres. 

 
3.4. On s’intéresse au sous-espace 1S = . 

(a) Comment doit se comporter la partie orbitale du vecteur d’état par échange des deux 
particules ? 
(b) Quelle est la dimension de ce sous-espace propre ? 
(c) Donner l’action de Ĥ sur ce sous-espace propre. 

 
Attention : les questions suivantes sont facultatives. Elles donneront lieu à un bonus. 
 
3.5. On se place dans tout ce qui suit dans la limite J v<< . Montrer que le spectre 
de Ĥ comprend 4 valeurs propres qui se séparent en deux groupe distincts, l’un proche de 0 et 
l’autre proche de v . 
 

3.6. On se restreint aux deux états propres de plus basse énergie de Ĥ , ce qui est possible par 

exemple si la température du système est petite devant
B

v
k

, où Bk est la constante de 

Boltzmann. Montrer que la dynamique du système correspond alors à la situation physique 
suivante : 
• Il n’y a jamais deux particules dans le même puits 
•Tout se passe comme si les deux particules interagissaient à distance par l’Hamiltonien : 

1 2
ˆ ˆˆ .effectifH S S! "= +
! !

 
Préciser la valeur des constantes  et ! " . 
 
3.7. Cet effet a été mis en évidence dans une expérience récente effectuée à Mayence. Une 
série de doubles puits quasi-identiques ont été préparés grâce à une superposition d’ondes 
lumineuses stationnaires, des atomes étant ensuite piégés dans les puits de potentiel créés par 
ces ondes. En variant l’intensité des ondes lumineuses, on varie la hauteur de la barrière dans 
chaque double puits. Chaque double puits contient deux atomes que l’on prépare dans l’état 
initial suivant : 

•Le puits de gauche contient un atome de spin + 
•  Le puits de droite contient un atome de spin – 

(a) Ecrire le vecteur d’état initial ( )0! et donner sa décomposition sur la base propre de 
l’Hamiltonien. 

(b) Donner l’expression du vecteur d’état à l’instant t . 
(c) On mesure en fonction du temps la probabilité ( )P t de trouver le système dans la 

configuration initiale : « une particule à gauche avec un spin + et une particule à droite 
avec un spin -). Le résultat est tracé sur la figure (3) pour deux jeux de 
paramètres ,J v , la figure (3b) étant obtenue pour des puits plus profonds que la figure 
(3a) (intensité lumineuse plus grande). Expliquer les oscillations observées. 
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Figure 3 : Variation dans le temps de la probabilité ( )P t pour trouver une particule dans le 
puits de gauche avec le spin + et une particule dans le puits de  droite avec le spin -. 
 

(d) Les figures (3a) et (3b) correspondent respectivement à 0,26 et 0,05J J
v v
= = . En 

déduire les valeurs des fréquences  et J v
h h

(oùh est la constante de Planck). On 

exprimera les résultats en Hertz. Quelle est la conséquence principale de variation de 
la hauteur de la barrière 0V  : une variation de v ou de J  ? 

(e) Proposer une explication pour l’amortissement observé sur les figures (3a) et (3b). 
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•PROBLEME 2 : 
 

INTERFERENCES ET CORRELATIONS QUANTIQUES 
 

 On se propose d’étudier l’interféromètre de Mach-Zehnder (Figure 1) à l’aide du 
formalisme de Dirac. Pour cela, nous avons besoin de : 

1. Une notation pour « la particule se propage selon x  » et pour « la particule se 
propage selon y  ». 

2. Une description des miroirs semi-transparents, ou beam-splitters (BS) et des miroirs 
complètement réfléchissants. 

3. Une description de la « différence de chemins ». 
4. Une règle pour calculer les probabilités de détection. 

 

 
 

 
Fig. 1 : Interféromètre Mach-Zehnder pour une particule 

Notations : 
•On note x « la particule se propage selon x  » et y « la particule se propage selon y  ». 
•L’opération d’un BS est donc en général : 

x t x i r y

y t y i r x

! +

! +
 

Les nombres  et t r sont les probabilités de transmission et de réflexion du BS. Ils doivent 
satisfaire 1.t r+ =  
•Un miroir complètement réfléchissant se décrit selon ce formalisme par : 

x i y

y i x

!

!
 

•Une différence de chemin se traduit par un « facteur de phase » ie ! sur le vecteur 
représentant le chemin le plus long (convention). La phase! est proportionnelle à la 
longueur L de parcours ajouté ( )1 .  
 

( )1 En optique, pour une onde plane (monochromatique) on a
2 LkL !

"
#

= = où k est le nombre d’onde et! la 

longueur d’onde. Pour une particule, dans la limite valable ici de cohérence infinie, k est lié à 
l’impulsion p par .p k= !  

Séparateur de faisceau 
(Beam Splitter : BS) 

Miroir (M) 

Détecteur
x
y

!
"
#

 

Faisceau 

Différence de chemin (diff) 
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1. Interférences à une particule 
 
1.1. On envoie la particule suivant le chemin .x Montrer que l’état de la particule évolue dans 

l’interféromètre de Mach-Zehnder (MZ) équilibré 1
2

t r! "= =# $
% &

 selon : 

2 2cos sin cos sin
2 2 2 2

i i
x e x e y x y

! !! ! ! !
" # # $ +  

 
(On rappelle qu’en mécanique quantique, l’état d’une particule est défini à un facteur de 
phase près à condition qu’il soit global, ce qui est le cas ici). 
 
1.2. Quelle est la probabilité « Prob(particule en x ) » de trouver la particule dans la sortie x , 
resp. .y  
 
2. Interférences à deux particules : corrélations quantiques 
 
On se réfère au montage de la figure 2 dont les différents éléments de construction ont été 
définis précédemment. 

 
Figure 2 

 
La source produit deux particules qui partent en des directions indéterminées mais 
certainement opposées. L’indétermination quant à la direction d’émission (  ou x y pour les 
deux particules) est de nature « quantique ». Cela signifie qu’il est absolument impossible de 
savoir dans quelle direction la paire a été émise sans devoir mettre des détecteurs juste après 
la source, c’est-à-dire sans modifier le montage. Par « absolument impossible » on doit 
comprendre que : ni dans les atomes qui forment la source, ni ailleurs dans l’univers, n’a été 
stocké une quelconque information sur la direction d’émission. Tout ce que l’on sait est qu’il 
y a une corrélation parfaite : si une particule a été émise selon x , alors l’autre aussi (et de 
même pour y ). 
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Nous allons admettre que la source est construite de sorte à assurer cette indétermination 
quantique. Une fois la paire émise, chaque particule rencontre les mêmes éléments décrits 
précédemment pour le MZ.  
Notre point de départ est donc que les possibilités « les deux particules sont émises selon x  » 
et « les deux particules sont émises selon y  » sont indiscernables au sens quantique et 
équiprobables. La source produit donc alors un état: 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
2 2
x x y y x x y y! = " + " # +  

Un tel état est dit « intriqué », en anglais « entangled ». 
 
Les calculs demandés dans la suite du problème ne nécessitent aucune connaissance 
particulière de la notion de produit tensorie ;on appliquera les règles intuitives de la 
multiplication. 
 
2.1. Calculer l’évolution du terme

1 2
.x x  

2.2. Calculer l’évolution du terme
1 2

.y y  

2.3. En déduire l’évolution de ! . On posera :
2

! "
#

+
=  

2.4. Calculer les probabilités des résultats de mesure : 
( ) ( )Prob , Prob ,x x y y= et ( ) ( )Prob , Prob ,x y y x=  

Commenter ce dernier résultat. Etudier en particulier les cas où 0 et .
2
!

" # " #= = + =  

3. Inégalité de Bell 
L’inégalité de Bell dite CHSH (Clauser, Horne, Shimony, Holt) s’écrit : 

( ) ( ) ( ) ( ), ', , ' ', ' 2S E E E E! " ! " ! " ! "# + + + $  

Où ( ),E ! " est le coefficient de corrélation défini par : 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

Prob résultats égaux Prob résultats différents

   Prob , Prob , Prob , Prob ,

E

x x y y x y y x

= !

= + ! +" # " #$ % $ %
 

3.1. Calculer ( ),E ! " pour l’expérience considérée précédemment. 
3.2. Il est facile de trouver des valeurs pour , ', , '! ! " " telles que 2S > . Calculer par 

exemple S pour 0, ' ,  et '
2 4 4
! ! !

" " # #= = = $ = . En conclure que l’inégalité de Bell est 

violée en mécanique quantique. 
 
 
 
  
 
























