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ESPCI

EXAMEN DE PHYSIQUE QUANTIQUE
PARTIE A

Traiter un exercice au choix
Aucun document n’est autorisé
Temps alloué : 1H

EXERCICE 1 : brouillage de la cohérence dans une expérience d’Young

Considérons I’expérience de pensée représentée sur la figure ci-dessous. On réalise
I’expérience des fentes d’Young avec des atomes initialement dans un état interne excité|e>.

Une cavité électromagnétique résonnante avec les atomes est placée derriere chacun des trous
d’Young. Chaque cavite est initialement vide, c’est-a-dire qu’elle ne contient aucun photon.

Notons cet état|0,) ou |0,), c’est-a-dire O photon dans la cavitéa oub. L’atome en passant

dans une cavité peut y laisser un photon et tomber dans son état fondamental | f) :
TrouA:e0,,0,) — |f1,,0,) TrouB: |e,0,,0,) — |[f,0,.1)

L’état |1, ) représente la cavité A avec 1 photon & I’intérieur (et de méme pour B, |1,)).

On note pour simplifier |e,n

n,) ou | f,n,,n,)les états produits tensoriels|e)®|n,)®|n, )

a’ a’

et | f)®|n,)®|n,)oun, etn, valent+1.
Tout ce qu’il est nécessaire de savoir pour le moment est I’orthogonalité des états normés
|e,0,,0,) et | f,1,,0,)et idem pour|e,0,,0,) et | f,0,,1,).

1. En I’absence de couplage entre I’atome et les cavités électromagnétiques, I’état d’un atome
apres le passage par les deux trous d”Young s’écrit :

TAURALIE

n
s
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Expérience des trous d’Young dans laquelle on essaie de détecter le chemin suivi par I’atome, en regardant le
photon qu’il laisse dans une des deux cavités électromagnétiques résonnantes situées derriére les trous.
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Ecrire la densité de probabilité pour détecter I’atome en un point r de I’écran.

2. Supposons maintenant les deux cavités mises en place et résonnantes avec les atomes.
Apres passage de I’atome par les deux trous d’Young et les cavités, écrire I’état du systéme
atome+champ.

On négligera ici la modification de Iétat externe de I’atome (y,, (F))lors de I’émission du

photon. En toute rigueur, il faudrait prendre en compte le recul de I’atome, c’est-a-dire le

changement de I’impulsion atomique par une quantitéhlz, ce qui se traduirait par une
multiplication de y,, (7 )pare™.

3. Ecrire la densité de probabilité de trouver I’atome en un point ¥ de I’écran.

4., Comment expliquez-vous la disparition du terme d’interférence ?

EXERCICE 2 : La précession de Larmor

On considere une particule de spin splongée dans un champ magnétique homogeéne et

uniforme B = B,. On note S I’opérateur spin de la particule etﬁ:y§l’opérateur moment

magnétique associé. On ne tient pas compte des degrés de liberté associés au mouvement du
centre de masse de la particule. On pose @ = —yB.

1. Ecrire I’Hamiltonien H du probleme.
En utilisant le théoreme d’Ehrenfest (),

() équation d’évolution dans le temps de la valeur moyenne d’une observable A:
d

SR ==y [AR]ly)

déterminer les équations d’évolution des trois composantes<§i>, i=XY,z

N

2. Déduire de la question précédente que le mouvement de<§> est un mouvement de

précession. Quel est le tempsT, nécessaire pour que le spin fasse un tour ?

3. On décompose I’état‘t//(t)>du spin sur la base propre{|s, m)} ,commune 457 et S, :
‘y/(t)> = Zam (t)[s,m)

(a) Pour une valeur de s fixéee, quelles sont les valeurs possibles dem ?
(b) Donner I’évolution des coefficients«,, (t).

(c) Comparer la valeur du vecteur d’état au bout d’une périodeT, :“//(To )> et la valeur

initiale|y (0)). Discuter le résultat obtenu en fonction des valeurs de s.
(d) Envisager une mise en évidence expérimentale de ce résultat.
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ESPCI

EXAMEN DE PHYSIQUE QUANTIQUE
PARTIE B

Traiter un probleme au choix
Documents autorisés (sauf livres)
Temps alloué : 2H

«PROBLEME 1: LE CHARMONIUM

Dans les expériences menées sur les accélérateurs de particules, on peut former des
états liés de particules élémentaires {quark - antiquark } qu’on appelle «mésons». On

s’intéresse ici au quark c, le « charme », dont I’énergie de masse mc; (ol c,est la vitesse de
la lumiere) est de I’ordre del,5 GeV. L’antiparticule du quark c, notéeT, a une masse

identique.
Ce probléme est consacré a I’étude de I’édifice cC , appelé « charmonium ».

La valeur élevée de la masse m du charme permet une description non relativiste. Le
potentiel d’interaction entre ¢ et T ne dépend que de la distance r entre les deux particules et
est modélisé ici par :

Vo(r):%zcr2
V(r)=V,(r)+V,(r) avec (x, 5>0) (1)

vl(r)=—€

Le potentiel V, décrit I’interaction forte, attractive, entre quarks a courte distance, qui suit la
méme loi que I’interaction coulombienne.

On se place dans tout le probleme dans le référentiel du centre de masse du systeme
cC , dans lequel I’Hamiltonien s’écrit

\ m L oA A . .- . . .
ou u =5 est la masse réduite, et ou r et p sont les opérateurs position et impulsion relatives.

. _ . .1 ., . .
Le quark cet I’antiquark T sont des particules de splnE. Les effets liés au spin sont pris en
compte dans la troisieme partie du probleme. lls sont négligés dans les deux premieres parties.

On peut traiter la deuxiéme partie si I’on admet les résultats de I’énoncé concernant la
premiére partie. La partie 3 est pratiquement indépendante des deux premiéres.

1. Modélisation par un potentiel purement harmonique
22
On néglige V,(r)dans cette partie et on pose H0:2p—+V0(F). On rappelle que les
U

niveaux d’énergie d’un oscillateur harmonique a une dimension, d’Hamiltonien H®®
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a2
) =p—+—,ua)2f(2
2u 2

1) . . . . .
sontha)(n +§) ou nest un entier positif ou nul. On rappelle également que ces niveaux

sont non dégénérés et on donne les fonctions propres , (non normalisées) correspondant
aux trois premiers niveaux d’énergie :

X2 X2 X2

vo(x)=e 2y (x)=xe 2 ; y,(x)=(2x*-a’)e * aveca= % 3

1.1. Mettre I’Hamiltonien H, sous la forme H,=H"+H" + A ou R est
I’Hamiltonien d’un oscillateur harmonique a une dimension le long de la direction
i(i=xy,12).

1.2. Montrer que les niveaux d’énergie de I—A|O sont de la forme E, :(n +%)ha) oun

est un entier positif ou nul etw = \/E
U

1.3. Montrer que la dégénérescence g, des premiers niveaux sont g, =1,g9,=3,9,=6.

1.4. On introduit I’opérateur moment cinétique orbital If:?/\ﬁ Rappeler pourquoi
[I:IO, EJ:O avec i=x,Y,z ; en déduire qu’il existe une base propre commune a
H,, et L.
Dans les questions qui suivent, on va identifier une base d’états propres de % et I:Z pour les
trois premiers sous-espaces propresn =0,1,2 de ﬁo .

1.5. Niveau fondamental (n=0).
(a)Donner I’expression de la fonction @, (F) correspondant au niveau fondamental de

ﬁo. On ne cherchera pas a la normaliser.
(b) Exprimer @, (F) en fonction des coordonnées sphériques(r,8,¢). En déduire que

cet état est de moment cinétiquel =0.

(c)La taille caractéristique du charmonium dans son niveau fondamental est
a=4x10""m. Calculer en GeV I’énergie mécanique (cinétique + potentielle) E,.
Comparer E,a I’énergie de masse 2mc’ et commenter la validité de I’approximation

non relativiste.
1.6. Premier niveau excité(n=1).

On note &, le sous-espace propre de dimension g, =3, associé a la valeur propre E, .

(a2) Donner une base de fonctions propres deé&,, commune aux trois opérateurs
H (> (i=xy,2).

(b) Montrer que les états de ce sous-espace s’expriment en fonction des harmoniques
sphériquesY,™ et Y,° .En déduire que les états sont de moment cinétiquel =1.

On rappelle les expressions des harmoniques sphériques Y,™ et Y,”:
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(c) Donner (sans la normaliser) la base de & commune a ﬁo (avec la valeur propre E,),
2 (avec la valeur proprel (] +1)h2, I=1) et I:Z (avec trois valeurs propres
mi, m==+10).

1.7. Deuxiéme niveau excité(n=2).

On note &, le sous-espace propre de dimension g, =6, associé a la valeur propre E, .

(a) Montrer simplement que @, (F) = (2r2 —3a2)e_2ra2est un état d’énergie E, .

(b) Expliquer pourquoi @, () est de moment cinétiquel =0.

On admettra dans la suite que le sous-espace &,'de dimension 5, orthogonal a I’état
®, () dansé,, correspond a des états de moment cinétiquel = 2. On admettra également

qu’on peut choisir une base de &,'commune a ﬁo(avec la valeur propre E,), K (avec la
valeur proprel(l +1)h2, I=2)et I:Z (avec les 5 valeurs propres m#i, m=+2,+10).

1.8. Les positions des 4 niveaux d’énergie les plus bas du charmonium sont représentées
sur la figure 1. On a indiqué le moment cinétique | de chaque niveau. La
modélisation de I’interaction entre cetCen terme d’un potentiel purement
harmonique est-elle satisfaisante ?

Energie (MeV)

E,+702
1=2
Ef +610 =0
E, +381 |1 Figure 1
Structure simplifiée
des premiers niveaux
E, |=0 ducharmonium

2. Prise en compte du potentiel Vl(r)z—ﬁ

r

Pour améliorer la description du charmonium, on tient compte deV,(r). La détermination

22
exacte des niveaux d’énergie de H =2p—+V0 +V, necessite une résolution numérique. On se
U

limite ici a un calcul au premier ordre en V, en utilisant la théorie des perturbations. On note
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{|n,|, m)} la base propre commune a I:lo, % et I:Z déterminée dans la partie précédente pour

les niveaux d’énergie les plus bas(n =0,1,2).

2.1. Expliquer pourquoi \71 commute avec I:Z etl?.
2.2. En déduire qu’un élément de matrice (n,l, m|\71|n,l "m’) estnulsil #1" oum=m".
2.3. En utilisant[\fl, I:i]zo,(lii = I:XJ_riI:y), montrer que  (n,1,m|V,|n,1,m) est

indépendant de m .
La théorie des perturbations pour V, appliquée aux niveaux d’énergie n=1etn=2 de

A

H, impose en principe de diagonaliser des matrices de taille 3x3 et 6x6 respectivement.
Les résultats précedents permettent d’eviter cette procédure fastidieuse.
2.4. On donne dans la base {| n,I,m)} les résultats suivants :

(0,0,0V,]0,0,0)=-304"  (LL,m|V,|LLm)=-205"

(2,0,0[V,]2,0,0)=-2548"  (2,2,m|V,|2,2,m)=-165"

B

15Jza

(@) Déterminer en MeV les valeurs defiw et 3.

(b) Retrouver la taille caractéristique du charmonium indiquée plus haut
(~4x10%m)

(c) Commenter la cohérence du modéle.

2.5. On caractérise habituellement « I’intensité » de I’interaction électromagnétique par
2

q
7, NC,
Déterminer le nombre sans dimension «,qui caractérise de maniére similaire

Ouonaposéf'=

. En utilisant les trois écarts d’énergie indiqués sur la figure 1.

le nombre sans dimension « =

appelé constante de structure fine.

I’interaction forte décrite par le potentiel\?l.

3. La structure hyperfine du niveau fondamental (BONUS)

Le niveau fondamental 1 =0 de la figure 1 est en fait clivé en deux sous-niveaux,
correspondant respectivement a un état singulet et a un état triplet de spin. L’écart entre
les deux niveaux est117 MeV .
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3770 =2
3686 }l =0
3654
3556
=1
Figure 2
3511 3417 Structure des niveaux
mesurée expérimentalement
s=1
3097 }| =0
2980
S=0

On va chercher a retrouver cet ordre de grandeur en utilisant les résultats connus pour la

structure hyperfine de I’atome d’hydrogene. On rappelle que les rapports gyromagnétiques
de I’¢électron et du proton sont y, = —ge%et 7, =0, ZL avec g, =2etg,=5,58.

e mp

3.1. Lavaleur littérale du clivage hyperfin de I’hydrogéne s’écrit sous la forme Azi3

ou a est la taille caractéristique de I’état fondamental de I’atome d’hydrogéne

(rayon de Bohr). A" exprime en fonction de#, de la vitesse de la lumierec,, de la

constante de structure fine « (rappelée a la question 2.6.), des masses m,, m_et des

. 2 ah’®

facteurs g,, g, a pour expression A'= 2ol 9.9, .
3 ¢ mm,

3.2. Transposer ce résultat au cas de I’interaction forte entre les quarks c etT ; en
déduire I’ordre de grandeur dee,,,, qu’on comparera au résultat de la question 2.6.

On prendrag, = g, =2. Lataille a du charmonium sera prise égale a4x10™°m.

Commentaire :

Le premier état du charmonium a été découvert quasi-simultanément en 1974 (a
Brookhaven et Stanford dans les équipes de S. Ting et B. Richter, prix Nobel 1976). Cet
état (baptise J /y ) correspond a I’état 1 =0, s =1, d’énergie 3097 MeV . Différents états
ont été identifiés depuis (Phys. Rev. Lett. 89,102001 (2002)).
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*PROBLEME 2:
MESURE DU RAPPORT GYROMAGNETIQUE DU NEUTRON

On prépare un faisceau de neutrons, de vitessev, dirigé suivant I’axe x. Ce faisceau
est plongé dans un champ magnétique B, constant et uniforme dirigé selon z . On note |+Z> et

A

|-,) les états propres de la projection S

z

.1 .
du splnz du neutron suivant I'axez. On

= z [ e N ,
noteM =S son moment magnetique, avec yzgz— ol e=1,6x10"Coulomb est la
m

n

charge élémentaire, m =1,6x10"7"kg est la masse du neutron et gest appelé le rapport
gyromagnétique du neutron que I’on étudie dans ce probleme.
Les neutrons sont initialement dans I’état|—z> . lls traversent ensuite une zone ou régne

un champ magnétique oscillant B, dont les composantes sont
_M

B, =B, e ?2coswt
K

B,=4B,=B,e *sinat
B, =0

On suppose B, constant (en toute rigueur B, devrait étre variable pour assurerV.B =0) et
B, << B,.

Dans tout le probleme on traite le mouvement spatial des neutrons classiqguement. La seule
partie quantique concerne I’évolution de leur état de spin.

1-/ Soit un neutron dont le mouvement spatial est(x =vt, y =z =0). Donner I’expression du

Hamiltonien de spin I—AISpin (t) qui caractérise I’évolution quantique de son état de spin en

présence des champs B, et B, (en fonction dey,S, B, et B,).

2-/ On poseraw, =—yB, et @, =—yB,. Donner I’expression de la matrice 2x2 représentant
H i (t) dans labase {|+,),|-,)} (en fonction de w, @y, @;,7,v,t,3).

3-/ On note C_, I'amplitude de probabilité de la transition du neutron vers Iétat |+,) &
I’instant t =+o0 (loin de la zone d’interaction), sachant qu’at=—oo, il était dans I’état|—, ).

En traitant B, comme une perturbation et en appliquant la théorie des perturbations dépendant
du temps au premier ordre, montrer que :

i+oo i 1
Co= g [ Han (O] o

2a

4-/ Calculer C_, sachant que j e “ldt = =
a +Q

—00
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On mesure le flux de neutrons qui sont passés dans I’état |+Z> (par exemple par un dispositif
de Stern et Gerlach muni de compteurs a neutrons), donc la probabilit¢ P  qu’ils aient
effectué cette transition. Montrer qu’en fonction deew, P, a un comportement résonnant ;
tracer P_, en fonction de I’écart a la résonance(w, —@). Quel est I’ordre de grandeur de la
largeur de la courbe de résonance Aw, en fonction de v eta ?

5-/ On rajoute sur le trajet du faisceau une deuxiéme zone de champ oscillanté'(t),
identique a la premiere, mais décalée d’une distance b (b>>a) le long de x :

Quelle est la nouvelle expression de (+, |H;;, (t)|-,) ?
Calculer la nouvelle valeur de I’amplitude de probabilité de transition C_, apreés le passage au
travers des deux zones et montrer que 1’on obtient I’ancienne expression de C_, multipliee

i(wy—w)b
par le facteu{lJre v ] Calculer la nouvelle probabilite P . et tracer son allure.

6-/ Expliquer pourquoi il est préférable d’utiliser deux zones de champ décalées de b plutot
qu’une seule, si I’on veut mesurer avec précision w,. Quel est alors I’ordre de grandeur de la
précision obtenue Aw, ? Exprimer I’ordre de grandeur de la précision obtenue sur le facteur
gyromagnetique Ag .

7-/ Application numérique : le faisceau de neutrons a une vitessev =100 m.s™. La valeur du
rapport gyromagnétique du neutron est actuellement mesurée avec la précision :

g =-3,8240836+1,76x10°°
Dans un champB, =1Tesla, quel doit étre I’ordre de grandeur de la longueur b pour
atteindre cette précision ?
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orriges
EXERCICE 1 : brouillage de la cohérence dans une expérience d’Young

1. En I’absence de couplage, la densité de probabilité pour détecter I’atome en un point F de
I’écran vaut :

1 : : 1 : :
P(r)= (vl ol +vivs +vas Jele) =S {wl +al +viv +vs)

C’est la fonction d’interférence habituelle, avec une modulation de période x; provenant du
termey yy, + .y

2. L’état du systéme atome+champ s’écrit maintenant :

%{t//a(r)ua,ob)wb(f)loailb>}| f)

3. La probabilité de trouver I’atome en un point r de I’écran est désormais :
p(r) _£{|‘/ja|2 <1a’0b |:I‘a’0b>+|'//b|2 <Oa’lb |0a’lb>+"' }<f | f>
2 |-ty (1,0, ]0,. 1) + vy (0,1 [1,,0,)
A cause de I'orthogonalité des états |0,) et |1,)(|0,) et |1,)), le terme d’interférence
disparait et la probabilité de détection :
PP =5 (wal +loal ) 1) =5 (il +af

=1
ne présente aucune modulation a I’échelle de x; .

4. La lecon a retenir ici est simple : on a écrit le chemin suivi par I’atome sur un détecteur, en
I’occurrence les cavités et le signal d’interférence disparait. Cette disparition du signal
d’interférence n’est pas un brouillage de la fonction d’onde atomique, comme le ferait par
exemple une phase aléatoire qui viendrait se mettre devanty, . Le signal disparait parce que

I’état de I’atome s’est intriqué avec I’état de I’environnement, en I’occurrence les cavités.
Comme le signal final ne porte que sur I’atome (la fonction P(F) ), I’orthogonalité des états de

I’environnement détruit toute interférence.

EXERCICE 2 : La précession de Larmor

A

1. L’Hamiltonien estH = —;i.B = —z,B = —yBS, ou encore H = &S, . Le théoréme d’Ehrenfest
donne

d <§,> 1 A~
— = WIS A lv)
En utiIisant[SAX,SAZ} =—inS,, [éy,éz] =irS, et le fait que S, commute évidemment avec lui-

méme, on arrive a

11
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d(s, . d(s . d(s,
aleels) “leols) %G
2. Ces équations différentielles s’intégrent (par exemple) en remarquant que

a*(S,)
dt’
Ce qui donne<§x>(t) = Acos(wt+¢), ou A et gsont des constantes d’intégration, dépendant

+w2<§x>:O

des conditions initiales. En reportant dans I’équation Iiant<§x> et <§y>, on en déduit que

<§y>(t) = Asin (@t +¢). On a donc un mouvement de rotation uniforme a la pulsation  pour

A

la projection du vecteur<8>sur le planxy. La composante selonz ,<§Z>est quant a elle

constante. Il s’agit donc bien d’un mouvement de précession autour de I’axez. Le temps

. . . - 2r
necessaire pour faire un tour est la période T, = —.
@

3.
(a) Le nombre quantique m caractérisant la projection du spin sur I’axe z , peut prendre

les(2s +1) valeurs possibles{—s,—s+1,---,s—1,s} .
: . .. d - L :
(b) L’équation de Schrbdlngerlh¥: H |1//> prend une forme tres simple puisque

les états|s,m>sont états propres de I’Hamiltonien avec une valeur propre miawm. On
obtient :
ina, (t)=mhoa, (t)
Qui s’integre en,, (t) = a,, (0) ™.
2 -
(c) Au bout du tempsT, = —”, chaque coefficient &, vaut
a

oy (Ty) = &y (0)e™™ =z, (0)e ™"

im2rz

eSi le spin sest entier,mest également entier ete " “* =1. On trouve alors

[ (To))=[w (0))-
e Si le spinsest demi-entier, m est également demi-entier ete™™“* =—1. Le signe du
vecteur d’état est alors changé aprés une période de précession : |y (T,)) =—|w(0)).

im2xz

(d) Le possible changement de signe du vecteur d’état selon que le spin est demi
entier ou entier peut étre mis en évidence dans une expérience d’interférence a deux
voies ; dans une voie, la particule traverse une zone de champ magnétique lui faisant
subir la précession de Larmor, alors que le champ est nul sur I’autre voie. La phase
accumulée dans chacune des voies est révélée par la figure d’interférence obtenue en
recombinant les deux chemins.

12
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«PROBLEME 1: LE CHARMONIUM

1. Modélisation par un potentiel purement harmonique
1.1. Onpose a):\/E et on obtient :
y7]

2 A2 A2
H, =&+1,u0)2f(2 +&+l,ua)292 +&+1ya)222
2u 2 2u 2 2u 2
1.2. On obtient une base d’états propres de I—A|O en considérant les produits de fonctions

de Hermite :
\in,ny,nz (F) =W, (X)Wny (y)an (Z) (4)

N 3
d’energieE, | . =E, :(n +Ejhw avecn=n,+n, +n,.

1.3. Le niveau fondamental est obtenu pourn, =n =n,=0. Il est non dégénéré :
g, =1. Trois états de la base trouvée ci-dessus correspondent au deuxiéme niveau
excité : (n,,n,,n,)=(10,0) ou (0,1,0) ou (0,0,1). Onadoncg, =3.

x?lyr iz
Six états de la base trouvée ci-dessus correspondent au deuxiéme niveau excité :
(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2),(1,1,0),(1,0,1)et(0,1,1).
(n+1)(n+2)

D’une fagon généraleg, = Y

1.4. On sait que I’énergie cinétique commute avec L. Par ailleurs, le potentiel \70 est

invariant par rotation et commute également avec L . Les trois opérateurs H,, L, L,
commutent deux a deux et on sait qu’il existe une base propre commune a ces trois

opérateurs. On a déja identifié les niveaux d’énergie de I:IO, E, :(n +gjha) On

peut donc trouver, dans chaque sous-espace propre &, de QO, une base de fonctions
propres de [ et L.

1.5.

(a) Lafonction @, est obtenue en prenant n, = n, =n, =0 dans (4), ce qui donne

x2+y?+72

D, (F) ce 2

r2

(b) On a®, (F)ece °, ce qui prouve qued,est de symétrie sphérique. C’est donc un
état de moment cinétique nul.

(C) L’extension caractéristique du niveau fondamental esta = /i . La masse réduite u
HO
vaut 12 =1,3x10%' kg, soit @ =5,1x10%s™. L’énergie du niveau fondamental est donc

E zghwzo,seev. Le rapport 2E°

> vaut environ 0,17. Ce rapport est petit devant
0

1, ce qui permet de faire un traitement non relativiste.
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1.6.
(@) On obtient une base de fonctions propres de & en prenant

(n,.n,.n,)=(1,0,0) ou (0,1,0) ou (0,0,1) dans Iéquation (4), ce qui donne :

x1 iyt

rZ r‘2 I,2

\Pl,O,O (f) = Xeig \PO,l,O (F) = y(;g ‘Po,o,l (F) = Zeig (5)

(b) Ces fonctions peuvent se réécrire :

2 r2

oo (F)or e 2 [V (0,0) YA (0,0)] 1 Wouo(F) o ite 0 [¥2(0.0)+Y, (0,0)]

r2

et W,,,(F)cre 2°Y,(6,0). Elles sont donc de moment cinétiquel =1. Tout état de
& est combinaison linéaire des trois fonctions (5) et est egalement de moment
cinétique 1.

(C)Inversement les trois fonctions W, ,,+i¥,,, et'¥,,,sont proportionnelles aux
harmoniques sphériquesY,™ et Y,°. Elles sont donc états propres de I:Z avec valeurs

propres+7 et 0. Elles sont également états propres de ﬁo et de 2, comme on I’avu &

la question précédente.
1.7.
(a) Parmi les six états donnés ci-dessus comme base deé&,, considérons les fonctions

d’onde correspondant a (n,,n,,n,)=(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2) :

x1lyrtiz

2 2 r2

‘PZYOVO(F)oc(sz—az)e2raz ‘POVZVO(F)oc(ZyZ—aZ)e;aZ W, (F)oc(22°-a%)e
La somme de ces trois fonctions donne la fonction®,(F), qui est donc un état
d’énergie E,.

(b) @, (T) est & symétrie sphérique et est donc de moment cinétique nul.

1.8. La modélisation de I’interaction cC par un potentiel purement harmonique n’est pas
satisfaisante. Le troisieme et le quatriéme niveau, correspondant respectivement a
I =0etl =2, ne sont pas dégénérés alors qu’ils le seraient dans le cas du potentiel

harmonique. Par ailleurs, I’écart entre les deux premiers niveaux (381 MeV) n’est
pas égal & I’écart entre les deux niveaux suivants(229 MeV), alors que les niveaux
d’énergie d’un oscillateur harmonique sont équidistants.

2. Prise en compte du potentiel Vl(r):—ﬁ

"
I

2.1. Le potentiel V,(r)=—"est a symétrie sphérique; il commute avec les trois
r

composantes du moment cinétique. Par conséquent, il commute avec 2.
2.2. On multiplie la relation V,I% = [%V, par (n,I,m| agauche et |n,I',m") & droite. On
trouve :
R (1+2){n, L, m|V, [n, 1, m") = 2L (1+2){n, I, m|V, [n, 1, m")

14
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Sil #1', ceci impose{n,l,m|\71|n,l',m'>:0. De méme, on multiplie la relation

V[, =LV, par (n,l,m| agauche et |n,I;m") & droite et on obtient :
am*(n,1,m|V, [n,1',m*) = am(n,1, m|V, | n,1",m")

qui impose (n,1,m|V,|n,1'm")=0sim=m".

A

LV, par (n,1,m+1| & gauche

2.3. V, commute également avec L, . Multiplions V,L,
et [n,I,m) adroite. On trouve :

nJl(1+1)—m(m+1){n, 1, m+1]V,[n,,m+1) = a1 (1+1) - m(m+1) (n, |, m|V; [n, I, m)

d’ol on déduit que tous les (n,I,m|V,|n,I,m) pour m=—I,---,I sont égaux entre eux

pour un | donné.
2.4. D’aprés ce qu’on vient de voir, la restriction de V, est proportionnelle a I’identité

dans & . Dansé, , elle est diagonale dans la base{|n,|,m>}. Plus précisément, elle est
proportionnelle a I’identité dans le sous-espace &,de dimension 5 (qui correspond a
| =2), le coefficient affecté & [n=2,1 =m=0) étant a priori différent.
2.5; (a) La théorie des perturbations au premier ordre donne pour les premiers niveaux
de H :

e Niveau fondamental : gha)—30,6" (avec I =0)
e Premier niveau excite : ghm—ZOﬂ'(avec I=1)
e Deuxiéme niveau excite : %ha)— 253" (avec 1 =0)

e Troisiéme niveau excité : %ha)—16ﬂ'(avec | =2)

La détermination de #Zw etde f'se fait alors en résolvant le systeme de trois
équations a deux inconnues :
38l=hw+104"
610=2hrw +5p"
702 =2how+143"
La résolution des deux premiéres équations donne #'=10,1 MeV et i = 280 MeV .

(c) Ontrouvea = /i =4,3x10"° m.
170

(d) On vérifie la cohérence du modéle en reportant les valeurs trouvées pour
hw et f'dans la troisieme équation. On trouve 701,4 MeV, proche de la valeur

attendue (702 MeV).

2

g

4re,
constante caractérisant les interactions fortes est donc dans le cadre de notre modéle :

a. =L 15073 _ ¢ 581
hc, hc,

2.6. Le coefficient B remplace le facteur

de I’interaction électromagnétique. La

15
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Les interactions fortes méritent bien leur nom ! Leur constante de couplage est proche
de 1, ce qui signifie gu’elles sont beaucoup plus intenses que les interactions

électromagnétiques, dont la constante de couplage « vaut%.
3. La structure hyperfine du niveau fondamental (BONUS)

3.1. L’énergie Adonnant la valeur du clivage hyperfin du niveau fondamental de
I’atome d’hydrogene s’écrit en fonction des paramétres donnés dans I’énonce :

1 3
Azi3 avec A'=gﬂ—gegp
a 3 ¢, mm,

3.2. Le rapport entre le clivage de I’atome d’hydrogéne (6x10°eV) et celui du
charmonium (117 MeV) peut se mettre sous la forme :
6x10°° _a_3 a 9.9, mm,
117x10° &’ &gy, 9.9, mm,

On en déduite,,, =0,9. L’accord avec la valeur trouvee a la fin de la partie 2 est a
peu pres satisfaisant compte tenu des approximations faites.
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+PROBLEME 2:

MESURE DU RAPPORT GYROMAGNETIQUE DU NEUTRON

1-/ L’expression de I’Hamiltonien Hspm( )est:

on () =-M B =
S

Hon (1) =7 (8,8, +

2-/ Dans la base {|+,),|—,)} et en utilisant les notations de I’énoncé, la matrice représentative

de H (t) s”écrit :

spin

I
||

(‘.D) 21N
CD os]]

§B)

W v
A ()= h @, we e _hfmy 0 ) & 0 we e
e\ Tl 200 —a,) 2| ¥l
a)le a e+|a)t _0)0 —_ Cl)le a e+|(ut 0
0 -
H(t)

3-/ Soit |y (1)) le vecteur d’état a I’instantt . Il est solution de I’équation de Schrédinger :

w(t))

A N

m—\y/ ) = (H0 + Hl)

avec H =—;/S:I§ tH —yS:.Bl().

1
Dans la base{|+,),|-,)} . il a pour expression :

_ Irut iwpt
()=e 2 A@)]+)+e ? B(Y)]-,)
On en déduit que :
iwpt

ih[(‘i%A(t)m(t)jezH )+ (H?B( )" B(t)jew'_zﬁ

- A(t)e5|+z>—h§° B(t)e * |-,)+H(D]y (1)

Soit, aprés simplification :

. —iﬂt . +i@ ~
inA(t)e 2 |+,)+inB(t)e 2 |-,)=H,|w(t))
Multipliant scalairement cette équation par(+, | et par (—,|, on obtient alors le systéme :
inA(t) = (+, [H|+,) A(t) + e (+,|H, |-, ) B(1)
%/_/

=0

B (t) =" (=, [H,|+,) A(t)+ (=, | H,|-,) B(t)
e
soit encore :

{'hA() e (+,[H,] -, ) B( t)

ihB(t) =€ (= [Hy]+,) A(

Remarque : le systéme ci-dessus a été obtenu sans approximation.
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Le premier ordre des perturbations correspond & B(t)=B(—«)=1 et conduita:

A(t):—g J' e (+,|Hy +H, (1), )dt’

o S S
Hspin
ol I’on a introduit (+,|H,|~-,)=0
Ce qui montre le résultat cherché.
4-/ Calcul de c_,
Remplacant I—A|1 par son expression, on obtient :
2V
C =—lMT lontg-iotg gdt LY a
T h o2 - 2 (vY 2
* (aj +(w, — o)

On en deduit la probabilité de transition :

P.=lc

-+ ‘ -+

2
2 _ w,r
1+72(@, - w)°

a . R =
avec 7=— qui correspond au temps de passage dans la zone ou regne le champ B, et la
v

largeur & mi-hauteur A définie par :
2

N

— | =) = a=2(V2-1)

1+12(Aj
2

1
T

N |

L allure de la probabilité de transition en fonction de (w— w,)est indiquée sur la figure ci-

dessous.
M=+

2
W,7)

5-/ L’Hamiltonien s’écrit maintenant :
Hon (1) = Ho + H, (1) +H (1)

spin

avec H (t)= —;/S:E'(t) . L’élément de matrice devient :

B vt h vt—b| vit| vt-T|
(1)~ >=—w1 e agit e T griot _ 0D oot 070 o
: 2 2 2
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avecT 29.
v

On en déduit la nouvelle expression de I’amplitude de transition :
. +o0 vt vt-T|
i (oot | —— -
C',+:—ﬁfe'(“’° )‘(e atg a Jdt
2 —0

vl

- 400 +00 V‘th‘
C '7+ — _ I%|:J‘ ei(wofw)tei ;dt + ei(wofw)T J. ei(wOfw)(tiT)ei a dt:|

—o0
_ v

C' z—i%zei(‘”‘)”)‘e ?dtx(1+e‘(“’°*‘”ﬁ)

-+

C—+
C'.=C(L+e'™T)
et celle de la probabilité de transition :
: -w)b
P, =‘C7+‘2 = 405’ [—(w" @) JP+
2V

L allure de la probabilité de transition en fonction de (@ — a, ) est représentée sur la figure ci-

-,
dessous.
6-/ La courbe présente un pic beaucoup plus étroit. C’est la courbe standard de diffraction par

deux fentes identiques : franges d’interférences modulées par le phénomeéne de diffraction dd
a I’une ou I’autre des zones de champ tournant.

N , vV v
La largeur a mi-hauteur est de I’ordre deE <<—.
a

L’ordre de grandeur de la précision sur le facteur gyromagnétique est égal a :

Ag = A 2m | 2myv
°l eB, ) eByb

7-/ Application numérique :
Ag=2x10°=b=1m
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