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LOIS DE SYMETRIE EN MECANIQUE QUANTIQUE

1. Les translations d’espace

1.1. Transformation des fonctions d’ondes

La transformation ¥, (X)—> l//(x - a) représente la translation de d dans I’espace des

fonctions d’ondes (La méme transformation représente un déplacement de -a de lorigine des
coordonnées. Les deux définitions d’'une transformation : active, déplacement de l'objet et passive,
déplacement du systeme d’axes sont toujours possibles. Sauf mention explicite nous utiliserons

toujours la premiére). Ecrivons le développement de Taylor de ¥,

d A
v (x)=ylx—a)=ylx)=a— -yl +{=1) oyl
. . . . . . hd
ou encore en introduisant 'opérateur impulsion p, = e
ia , ia)" p” ~Lap,
v, (x)=ylx)-— W(x)*”*(ﬁ) Z, p(x)=e "y (x)

i,
~ —apy
On voit que la translation de a le long de I’axe Ox est représentée par I'opérateur 7, = e "

La généralisation a trois dimensions est immédiate :
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1.2. Transformation des états

Inversement justifions I’expression de I'opérateur impulsion a partir de propriétés de
symétrie.

Soit un systéme physique dont les états sont représentés par les vecteurs \l//> d’un

espace de Hilbert. L’'opérateur 7, qui représente une translation de @ du systéme suivant
Ox doit conserver la norme des vecteurs en raison de son interprétation probabiliste.

Ll =lv) = Wl Tlv) vv) = 7T,=1

C’est donc un opérateur unitaire. Les opérateurs I, doivent posséder les propriétés des
translations (en termes mathématiques ils forment une représentation du groupe des translations) :

f,=1
) a]—;? :]-:1+b
I,'=T,

Une translation infinitésimale de da est représentée par un opérateur infiniment voisin de
I'identité que I’on peut écrire :
A A g N
T, =1-—da
da h Q A
La propriété d’unitarité 7’7, = / entraine que QO = QO". L’opérateur Q est donc une observable
que I'on appelle générateur infinitésimal de la transformation unitaire.
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Une translation finie peut étre décomposée en produit de translations infinitésimales :

. N i

~ . A I a n —-—aQ

T, = hm(]———Qj =e
N—>w h N

qui a la méme forme que I'opérateur de translation agissant sur les fonctions d’ondes. On

peut ainsi, pour le systéeme le plus général, méme sans analogue classique, définir un

opérateur impulsion dont les composantes sont les générateurs infinitésimaux des

translations le long des trois axes.
~ n
Dans le cas particulier d’'un systéme de n points matériels : Q= prk
k=1

1.3. Transformation des observables, observables invariantes

L’état ‘W> représente un objet physique ; 'opérateur de translation agissant sur I’état

représente un déplacement de cet objet. Une observable O représente (au moins
schématiquement) un appareil de mesure. On peut définir la transformation de I'observable
qui représente le déplacement de I'appareil de mesure. Si 'objet physique et les appareils
subissent le méme déplacement, les résultats des mesures, valeurs propres et valeurs

moyennes, ne doivent pas étre changées. Si O, est I'observable translatée de a on postule
donc que :

(w0,

A A

v)=(vlOly) Yly) = 0=1/0T < O,=T101%;

a a a

v.)=(w|l;OT,
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Si les résultats des mesures ne sont pas modifiés lorsqu’on déplace I'objet sans déplacer

I’appareil de mesure ou, si ’'on déplace I’appareil sans déplacer I’objet, 'observable Oest
dite invariante. On a alors :

0,=0 < [0.T]=0 < [0,0]=0
Une observable est invariante par translation si elle commute avec les composantes de
'impulsion totale.
2. Déplacements dans le temps - Constantes du mouvement

Soit \w(l‘)>, ket de norme 1, I'état d’'un systéme isolé a I'instant f ; son état a I'instant ¢’
est le ket \l//(t')> de méme norme que I’on écrit :

(o) = 0w (o)
L’opérateur unitaire U est I'opérateur de déplacement dans le temps ou opérateur
d’évolution.

On postule que, pour un systéme isolé, il est possible de choisir arbitrairement I'origine des
temps, ce qui entraine :

U(t',t)=U(t' ~t)
Une évolution d’un temps infinitésimal df est représentée, pour tout t, par ’opérateur U(dt)
que I'on peut écrire de fagon analogue a celle utilisée précédemment :

U(dt)=1- éﬁdt
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d’ou I'on déduit, en décomposant le déplacement fini en déplacements infinitésimaux

Co_ N TR
O(r'—1) = limti_%tNt Hj _e

N—w

On reconnait dans I’évolution infinitésimale d’un vecteur d’état
N i A
\w(t+dr))=U(de)|w(t)) =|w(1)) - —H w (1))

’équation de Schrodinger. /1 peut étre identifié au Hamiltonien dont on sait qu’il est
constant pour un systéme isolé.

Puisque /4 commute avec une fonction de lui-méme

i . _ig
(w(n)| (1) = (w(0)e" He ™ [y(0)) = {w(0)|H]y(0))

La valeur moyenne de I’énergie est une constante du mouvement. X
Plus généralement, ’évolution de la valeur moyenne d’une observable O s’écrit :

A

ig. _ig
<l//(t) 0 l//(t)> = <t//(0)‘eh Oe " ‘l//(O)>

et pour une évolution infinitésimale dt, d’aprés I’expression précédente de U(dt) :
d A 1 A A
L (@)|0lw(0) = — (w0 [0. 4] w (1)

qui est le théoreme d’Ehrenfest.

Si une observable Jcommute avec le Hamiltonien H, c’est une constante du
mouvement, c’est-a-dire que sa valeur moyenne est indépendante du temps. De plus, si
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I'état du systéme est, a I'instant 0 un état propre de O 0‘ O > = 0‘ O > I’état de ce
systéme restera etat propre de 0 avec la méme valeur propre o au cours de son évolution.
En effet, puisque 0 commute avec H il commute aussu avec une exponentielle de H d’ou
A _éﬁ n
Ol//(t)>: e ‘!// >:e Ol//(0)>:e O‘I// >=0‘l//l‘>
La mesure de O donne le méme résultat o quel que soit I'instant ou elle est effectuée.

La condition de conservation de la projection P, de I'impulsion s’écrit donc : [1319] =0,

Cette condition est aussi la condition d’invariance par translation du Hamiltonien. La
conservation de I'impulsion est équivalente a l'invariance par translation du Hamiltonien.
Nous venons de voir que la conservation de I'’énergie était équivalente a l’'invariance du

o
Hamiltonien par translation dans le temps (EH:OJ' Ce sont deux cas particuliers du

théoréeme de Noether en mécanique quantique.

3. Généralisation - propriétés des symétries continues

Les propriétés rencontrées dans le cas des translations se généralisent autres
opérations de symétrie. A une opération de symétrie S dépendant d’un paramétre continu

& on associe un opérateur unitaire 3(06) (§§T=§T§=IA) pour lequel on postule les
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propriétés de groupe de la symétrie, 3’(0!1 +062) = 3’(061)3’(052) etc...Une opération de symétrie
infiniment proche de I'identité est représentée par I'opérateur

S’(a’a) :f—%daé

ou G est un opérateur hermitique (observable) que I'on appelle le générateur infinitésimal
de la symétrie. Suivant le méme raisonnement que précédemment I’expression générale de

i ~
~ ——aG

I'opérateur de symeétrie est : S(a) =e " _ Cet opérateur agissant sur I’état |l//> qui décrit
un objet physique, donne [I’état ‘W>a qui représente le méme objet ayant subi la

transformation 3(05).
S(a)
v) > |v),=S()lv)

La transformation des observables qui représente I’ appllcatlon de la méme transformation
aux instruments de mesure est

L S,

O — 0,=5(x)0S(a)

Ce qui signifie que I’'on postule que les observations ne sont pas modifiées si I’on fait subir
la méme transformation aux objets étudiés et aux appareils de mesure. Lorsque 0 =0 on
dit que 'observable O est un invariant.
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Si le Hamiltonien H est invariant dans la symétrie S, on a
S(@)As*(@)=H < |G.H|=0

On voit donc que G est une constante du mouvement, c’est-a-dire que les valeurs
moyennes sont constantes :

(w(0)|ly (1)) = {w(0r)|G]w(0)) vt
L’invariance du Hamiltonien dans une symétrie continue est équivalente a la conservation
d’une observable, le générateur infinitésimal de la symétrie.
C’est le théoreme de Noether mentionné plus haut.
On trouve ici I'origine quantique des lois de conservation macroscopiques connues en
mécanique classique. A I’échelle microscopique on utilise plus fréiquemment le résultat

suivant qui exprlme aussi la conservation de G

Un état propre de Gde valeur propre £ reste état propre de G avec la méme valeur propre
au cours de son évolution. En effet

GlU(r,0)|g)]=U(r.,1)Glg) = o U(r'.1) g)]
puisque [é, ISI] =0= [G,U] =0
Régles de sélection

Ce dernier résultat introduit une notion qui n’a pas d’équivalent en mécanique
classique, la notion de regle de sélection : Si un systéme est préparé dans un état propre,

de valeur propre £, d’'un opérateur G qui commute avec le Hamiltonien, son évolution ne

D. Marchand



Lois de symétrie en mécanique quantique

peut le conduire dans un état de valeur propre g'# g du méme opérateur. Cette notion est
utilisée plus fréequemment, sous une forme un peu différente, dans le cadre de la méthode

des perturbations. La probabilité de transition d’un systéme d’un état ‘ > a un état ‘k> sous
I'effet d’une perturbation représentée par un Hamiltonien h est proportlonnelle au carré de
I’élément de matrice <k\h\ . Si ‘ > et ‘k> sont des états propres de G

(k[ G )= (e, - ) el

h
La commutation de /et G, [CA?J;} =0 implique

® Soit &, = &, :les valeurs propre sont égales
® Soit <k|h|l> =0 : la probabilité de transition est nulle

Exemples

.Rotations: Les rotations constituent un exemple particulierement important de
symétries continues. Dans le cas simple d’une particule sans spin représentée par une

ho
fonction d’onde, 'opérateur LZ s’écrit - 8¢ ou ¥ estl angle azimutal. La fonction d’onde

de la particule qui a subi une rotation de & est

R v G LT

y(p-a)=) —

— n! Oy ~'n
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On calcule de la méme facon les opérateurs de rotation autour des autres axes ;
I’expression générale de I'opérateur de rotation d’un angle & autour d’un vecteur unitaire

N est:

S~

I
—-—an.
h

e

Le vecteur d’état d’un systéme de n particules est |W> - §|Wz> L’effet d’'une rotation du
systéme sur ce vecteur d’état est représenté par I'opérateur

n —iai. ‘%O‘Zizl-
Re " "=  *

S

T . . , L=>1L
Si H est invariant par rotation autour de OZ, il commute avec l'opérateur 2 4 - Z
1=

L’invariance par rotation autour de Oz est équivalente a la conservation de la projection du

moment cinétique total (moment cinétique orbital ici puisqu’il s’agit de particules sans
spin).
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Considérons un systéme préparé dans un état propre de tous les Lz,- :§|mz‘>(m,~h est la

A n
valeur propre de Lzl. ). Une mesure ultérieure le trouve dans I’état 9 mi> . On doit avoir, si le

Hamiltonien est invariant par rotation autour de Oz,

Une grandeur comme 7 qui prend des valeurs discréetes et dont la valeur, pour un systéme,
est égale a la somme de ses valeurs pour les parties de ce systéme porte le nom de nombre
quantique additif. En considérant des transformations qui ne font pas intervenir la situation
du systéme dans I'espace (appelées symétries internes en physique des particules), on
peut montrer que la charge électrique, le nhombre baryonique, le nhombre leptonique, le
nombre muonique, etc... sont des nombres quantiques additifs.
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